Losningar till tentamen i Matematik, del B for BI1, och del C, for KI1 20130828.

3. En andragradskurva y = ax’ + bx + ¢ skall anpassas till
punkterna (—1; 1), (0;0), (1;—1) och ( 2; 0 ) med minsta kvadratmetoden.

a) Bestam det utjimnade ekvationssystem ESU som ger den bésta 16sningen

1 minsta kvadratmetodens mening. (3p)
b) Los ESU med Cramers regel. (3p)
Losning:

I 1 1 1
a
. . . . 0 0 1 0
a) Insittning av punkterna i kurvans ekvation ger matrisekv: ! 1 b|= !
c
4 2 1]== |0
51_/ X T

I 1 1 - 1
1 0 1 18 8 6 1 0 1 4 0
- 0 0 1 T 0
AA=10—12-1 11=862,Ab:10—12-1:2
11 1 1 6 2 4 I 1 1 1 0
4 2 1] - 0
18 8 6[al [0 18a+8b+6¢c = 0
(ESU) A"TAx=A"b=| 8 6 b|=|2|<< 8a+6b+2c = 2
| 6 2 4]c 0 6a+2b+4c = 0
18 8
T 6 2 8 2 8 6
b) det(tA"A)=| 8 6 2|=18 -8 +6 =360-160—-120=280
2 4 6 4 6 2
6 2 4
0 8 6
T . by |8 6
det(A"A), =|2 6 2|=(utvecklingk,)=(-1)"" -2 5 4 =—40,
0 2 4
18 0 6
T . iy |18 6
det(A"A), =| 8 2 2|=(utvecklingk,)=(-1)""-2 6 4 =72
0 4
18 8 0
T . vy |18 8
det(A"A), =| 8 2| = (utvecklingk;) = (-1)" -2 6 2 =24
6 2 0




. det(A"A), _-40_ 1 b det(A"A), 72 _ 9 _det(ATA), 24 3

- ’ - - ’C - -
det(A"A) 80 2 det(A"A) 80 10 det(A"A) 80 10

. — 2 —_35 42409 3
SVAR: y=ax" +bx+c=—3x"+35x+55

4. Bestam, for varje viarde pa parametern p, rangen av matrisen

3 2 3 1
Mo 1 1 1 6p)
1 11 p
5 5-p 8-3p 5
Losning:
32 3 1“:]
1 1 1
M = ~ -
p 1 1 1
5 5-p 8-3p 5]
11 1 1 |p#1
o -1 0 -2
0 I-p 1-p 1-p||&
0 —-p 3-3p 0
11 1 1 1 1 1 1 |p#3 1 1 1 1
0 1 0 2 010 2 01 0 2
0 0 1 —11|[3e3 001 -1 0 01 -1
0 0 3-3p 2p 0 00 3-p 3_11, 0 0 0 1
1 1 1 1
01 0 2
Falll. p#lAp#3=M ~ 00 1 { = rangM =4 p=1=M
0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1
0o -1 0 -2 0 -1 -2

Falll12. p=1=M ~
0O 1-p 1-p 1-p 0 O

0 —-p 3-3p 0 0 -1

o O O =
o O
rt



I 1 1 1 I 1 1 1
0 -1 0 =2 0 -1 0 -2
~ ~ = rangM =3
0 -1 0 O 0 0 0 2
0 0 0 O 0 0 0 O
1 11 1 1 1 1
01 0 2 010
Falll3. p=3=>M ~ = = rangM =3
001 -1 001 -
0 0 0 3-p 0 00 O

4 di #1 #3
SVAR: rangM = il (p=DA(p#3)
3 da (p=Dhv(p=3)



2 2
5. Los matrisekvationen XA =X+ B, dir A = {3 } ochB = [1 2],
q

for alla virden pa parametern g. (6p)
LoOsning:
XA=X+BXA-X=BXA-XE=B< X(A-E)=B

Antag att rypX =mxn. typ[X(A —E)]| =1ypB = (mx)(Zx2) = (1x2) = typX =1x 2

Om (A —E)'existerar, kan vi 1osa ut X genom att multiplicera frin hoger med (A —E)™".

2 21 (1 o] [1 2 1 2
A-E= - = = detA = =1-(g-1)-2-3=¢g—7
3 g |0 1][3 ¢g-1 3 g-1

(A-E)™" existerar @dettA-E)20= ¢-720=q#7

Falll. g#7

X(A-E)=B < X(A-E)A-E)"' =B(A-E)' @ XE=B(A-E)'

_ g-1 =2
©X=BA-E)' =L 2]-{_3 1}‘1—;[(1—7 o]=[1 0]
Fall2. g=7
Zpr:1><2:>X:[a b] vilket ger att

I 2
3 7-1

a+3b=1 a+3b=1 a=1-3b a=1-3¢
= = = =
2a+6b=2 0=0 0=0 b=t

varav Xz[a b]=[1—3t t]

XA-E)=B & [a b][ }:[1 2o a+3b 2a+6b]=[1 2]e

[1 0] da g#7

SVAR: X =
{[1—31? t] di ¢g=7



6. Man vet att |u| = | 3 och att | 2u—v | =/13. Berikna med vektoralgebra

a) [3u—2v| b)|3ux2y| (4p+2p)
Losning:

a) V13 =|2u-v|=13=|2u—v| =Qu-v)eQu-v)=

= (2u)* (2u)—(2u)ev —ve(Qu)+vev=4usu—2uey—2uey+yey =

= dlu|” —4ufv|cos®+|v|" =422 —4-2.3-cos0+3% = 25— 24c0os0 = cosf =251 =1

13u—2v[" = Gu—2v)eGu—2v) =Y u| —12u|v|cosO+4y|" =
=9.2°-12-2:3-144° =4 = |3u-2v | =4

b) |3ux2v|=|3 - 2uxv|=|6|uxv|=6ulv|sin6=6-2-3-L=18/3

7. 1 ett ONH-system dr punkterna A=(1;0;1),B=(2;1;1)och C=(k;2;3) givna.
Lat L vara den linje som gar genom punkterna A och B.

a) Berikna ABXAC. (2p)
b) Bestdm konstanten k sa att avstandet mellan L och punkten C blir 6 le. (4p)
LoOsning:
L] |k-1 e, e, e,
— — ’ 1 0 1 0 1 1
a) ABXAC=|1|x| 2 |=| 1 1 0f= - +e,
2 2 k-1 2 k-1 2
0 2 k-1 2 2
2
=e,(2-0)-e,(2-0)+e, 2—-(k-1))=| -2
3—k
1 k-1 2
b)v=AB=|1|,r-r,=AC=| 2 |ochvXx(r,—r,))=ABXAC=| -2 | varav
0 2 3—k

:|v><(|rl|—r0)|®6 V(K \/35) +38 & 642 =+/(k—3)> +8 . Kvadrering ger att
y

36:2=(k-3)+8¢< (k-3)’ =64 = k-3=18 < (k=11)v (k=-5)

Provning: HL =+/(k—3)* +8 =/(328-3)> +8 =/72 =/36-2 =652 = VL



8. Linjerna L, :x—lzy__zzz__3’ L, ix-2= y-3_z-4 och
3 3 2 o)

planet IT: x+ y—2z—1=0 &r givna i ett ONH-system. Lat

S, vara skédrningspunkten for L, och II,
S, vara skédrningspunkten for L, och IT,
S, vara skédrningspunkten for L, och L, och

S, liggai IT och ha x-koordinaten 1.

For vilka vdrden pé z-koordinaten for S, bildar S,S,,S,S,,S,S, ett hogersystem? (10p)

LoOsning:
5 3 x=14+1¢-1
Ll:x—lz%:%:t SLijy=2+1-3
z2=3+1-3
A x=2+s-1
LZ:x—2=y—_3:Z_ =s&qy=3+s-2
2 2
z=4+s-2

Kombination av parameterformen for ekvationerna till L, och L, ger

(x=) 1+t = 2+s5s & t—-s=1
(ES) <(y=) 243t = 3+2s & 3t—2s=1 med totalmatrisen
(z=) 343t = 4+42s & 3t-2s=1

1 -1 1 1 1 0 -1 t=-1
M=(3 -2 1 ~10 1 =2 T~ 0O 1 —=2| varav {s=-2
3 -2 1 0 1 -2 00 0 0=0

Koordinaterna for skdrningspunkten S, erhalls genom att sitta in

—

t = —1 respektive s =—2 1 ekvationerna for L, respektive L, .

x=1+(-1)-1=0 x=2+4(-2)-1=0
L :{y=2+(-1)-3=—1,L,:{y=3+(=2)-2=—-1 varav S, =(0;—1; 0)
z=3+(-1):3=0 7=4+(-2)-2=0

Inséttning av linjernas ekvationer pa parameterform i ekvationen for planet ger
O=x+y-2z-1=1+t+243t-6-6t-1=-2t-4=1t=-2
O=x+y—-2z-1=2+s5+3+25s—8—-4s—-l=—s5-4=>s5=-+4

Skérningspunkterna dr: S, =(-1;—4;-3)och S, =(-2;-5;-4)



S, =(;y;2)=(152z;2) (x+y—-2z-1=0=1+y-2z-1=0= y=27)

-2 -1 |-1 0 -1 1 1 -1 2
SS,=|-5|—-|—-4|=|-1|,SS;=|-1|—-|-4|=|3],SS,=|2z|-|-4|=|2z+4
4] |=-3] |-1 0| [-3] |3 z] |-3 z+3
I |1 e, e, e,
— ’ 11 11 11
SS,xSS;=—1|x|3|=—1 1 1|=-e, +e —e, =
3 3 113 13
1] |3 I 3 3
0

=0e,+2, —2e =2| 1
-1

0 2
(slszxsls3)-sls4=2 1]®|2z+4|=200+2z+4—2-3)=2(z+1)>0=>z>-1
-1 z+3




