MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 140313 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Tomas Wernstal

0703 088 304

LMAO033b och LMAb515¢c

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2014
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krivs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar liggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

2. (a) Bevisa projektionssatsen i det fall da vektorn a och vektorn b bildar spetsig vinkel
med varandra.

(b) Antag att punkterna A = (1,2,3), B = (2,4,5) och C = (2,2,4) &r givna i ett
ONH-system. Berdkna projektionen av vektorn E pa vektorn AC.

Loésning:

AC

AB = (2,4,5) — (1,2,3) = (1,2,2) och AC' = (2,2,4) — (1,2,3) = (1,0, 1).
Ortogonala projektionen u’ av vektorn zﬁ pa vektorn 1@ ges av

, ABeAC— (1,2,2)e(1,0,1) 3
R TE AC = (1,0,1) = 5(1,0,1).

2

3. (a) Visa att volymen av tetraedern ABCD ges av formeln

Vanen = 518 x A0 1D,

(b) T ett ONH- system &r punkterna A = (1,0,2), B = (2,1,2) och C = (3,1,3) givna.
Berdkna arean av triangeln ABC.

Lésning:

(15p)

(3p)

(2p)

(4p)

(3p)



Bilda vektorerna AB = (2,1,2)—(1,0,2) = (1,1,0) och AC = (3,1,3)—(1,0,2) = (2, 1, 1).

Vi far da att

e, €, e,
ﬁxﬁ: 1 1 0 :emlo—eylo—l—ezllz
11 2 1 2 1
2 1 1
le, —le, —le, = (1,—-1,-1).
Arean blir da
1 1 V3
T = S|[AB x AC] = 51, -1, -1)] = 3

v — y + z = 3
. Lat ES vara ekvationssystemet{ 6x — 2y + 5z = 0 .
3 — y — 2z =9

(a) Los ES med eliminationsmetoden pa matrisform.

(b) Tolka losningsméngden L geometriskt.

Lo6sning:

Vi genomfér foljande radoperationer

1 1
Rl — §R1’ R2 — R2 — 6R1 och R3 — R3 — 3R1, R2 — §R2, R3 — R3 — 3R2.

3 -1 1 3 1 -1/3 1/3 1 1 -1/3 1/3 1
M=|6 -2 5 0|~|6 -2 5 0l~]0 0 3 6
'3 -1 -2 9 3 -1 -2 9 0 0 -3 6
(1 -1/3 1/3 1 r = > + }t
0 0 1 —2 | varav 3 3
y = 0 + t
0 0 0 0 T

) 1
L &r en linje som gar genom punkten (g, 0, —2) med riktningsvektorn (g, 1,0).

. Anpassa med minsta kvadratmetoden en rit linje y = a + b - t till foljande méatdata

t|-2 -1 0 1
y|-2 1 0 3

Rita en beskrivande figur! Berékna ocksa medelfelet.

Losning:

Inséttning av punkternas koordinater ger oss ekvationssystemet

a — 2b = =2 1 -2 -2

a — b = 1 o . 1 -1 a 1

o 4+ 0 = 0 - Pa matrisform 1 0 [ b } 0

a + b = 3 1 1 M 3
N—— S——

A y

~



Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles ur

ATAx = ATy o x=(ATA)1ATy.

Vi beriiknar forst AT A och ATy.

1 -2
1 1 1 1]]1 -1 4 -2
TA —
A'A“[—2 -1 0 1] 1 0 [—2 6 }
11
1[6 2 13 1]
TAV-1 — — _
WA =% { 2 4 ] 101 2]
S
1 1 11 1 2 1
Ty, — — —
e R N R H
_3_

Vi har da att

x:«ATAyﬁATy::;[f ;] [;] _

6 7
Alltsay = — + —t.
siiy = ¢ + 5
1 -2 -2
N 1 -1 116 1
Felvektorn: f = Ax —y =] 1 0 5 { . } — 0 =
1 1 3

varfor medelfelet blir

]

1= = VIR P (P (1 =

|

y

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera ditt svar.
(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Ett linjart ekvationssystem som har fler obekanta &n ekvationer maste ha mer &n en
16sning. (1p)

Lo6sning:

Falskt, ty ekvationssystemet Tty o+ oE= saknar 16sning.
+ vy + 2z = 2

8 8

(b) Triangeln med horn i punkterna (1,2,0),(2,3,1) och (2,0, —2) har en vinkel som &r
storre &n 90°. (1p)

Losning:

Sant, bilda vektorerna u = (2,3,1) — (1,2,0) = (1,1,1) och v = (2,0,2) — (1,2,0) =
(1,-2,-2).

tisihuev=(1,1,1)e(1,—2, —2) = —3 < 0. Detta innebér att cosf < 0. vi har da
att 90° < 6 < 180°.

(c) Om A och B &r n x n matriser och detA = 2 och detB = 3 sa &r det(A + B) = 5. (1p)

L6sning:

Falskt, visas med ett motexempel.

(d) For vektorerna u och v i R3 sd édr alltid [[u x v |2 + || wev [|2=| u |?|| v ||* . (1p)
Loésning:
Sant
luxv [+ [[uev]|* = ul|*[|v]|* sin 6-+[[u]|?[[v][* cos® § = [[ul|||v]|* (sin® 6+cos §) = [[ul|*||v]}*.
. C e . . ..o x—=2 y—1 =z-4
7. Bestdm en ekvation for det plan som innehaller linjen 5 = 1 — & och punkten
Losning:

Eftersom planet innehaller linjen vet vi att riktningsvektorn v = (2,4,5) och punkten
A = (2,1,4) ligger i planet. Vidare har vi givet att punkten B = (0, —1, 1) ligger i planet.
Vi bildar vektorn

u=(2,1,4) — (0,-1,1) = (2,2,3) (som ocksa ligger i planet). Vi har nu tva vektorer i
planet och kan ddrmed finna en normalvektor till planet.
e, e, e,
uxv=| 2 2 3 :exig‘—ey 3121‘:
2 4 5

— 2e, —4e, +4e, = —2(1,2,-2).

2 3],
2 5|7 %

En normalvektor till planet dr n = (1,2, —2). Inséittning i planets ekvation ger



1 z—0
ne(r—ryp) =0 < 2 o | y+1 | =0 & z+2y—22+4=0.
—2 z—1

. En ljusstrale utgar fran punkten A = (1,2,1) i en riktning som ges av vektorn v = (1,0, 2)
och tréiffar en spegel belégen i planet z +y — 2z —1=0.

(a) T vilken punkt triffar ljusstralen planet?

(b) Bestdm en ekvation for den reflekterade ljusstralen.

Loésning:

Vi borjar med att rita en figur och infor en del beteckningar.

4 L
o] “\
11
+ P
Q

/

S

Vi soker forst skdrningspunkten @ mellan linjen L och planet II. Linjens ekvation pa
parameterform

r = 1 + t
y = 2
z = 1 4+ 2t

Inséttning av (z,vy, z) i planets ekvation ger att ¢ = 1 vilket i sin tur ger skdrningspunkten

Q@=1(223).

C . 7
Vi bildar vektorn u = QA = (1,2,1) — (2,2,3) = (—1,0,-2).
Ortogonala projektionen u’ av vektorn u pa vektorn n ges av

, uen (—1,0,2) e (1,1,—-1) 1
- - 1,1,-1) = =(1,1,-1).

Vi vet att sokt linje L gar genom spegelpunkten S och Cﬁ ar en riktningsvektor till L.
Vektoraddition ger enligt figur att

05 =u—2u = (~1,0,-2) — 2(1, 1,-1) = —%(5,2,4)

Vi viiljer riktningsvektor v = (5,2,4) och vi vet en punkt pa sokt linje, ndmligen Q =



(2,2, 3). Linjens ekvation pa parameterform blir da

<
I
[\
+
B4

Lycka till!
Jonny L



Anonym kod sid.nummer

LMAO033b och LMAS515c 140313 1

Poing

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

3 -1 —1
(a) Beridkna determinanten | 0  —3 0
-2 3 2
Loésning:
5oLl -3 0' ’0 0‘ ‘—0—3’
0 -3 0 |=3 — (-1 + (-1 =
3 ‘32()—22()—23
3.(—=6)+1-0+(—1)-(—6) = —12
SV -1, e
2 3 -1
(b) Bestam inversen till matrisen A = | 6 8 —2
2 5 -2
Losning:

Vi utfor radoperationer enligt f6ljande schema

1 3
R1 — §R1,R2 — R2—6R1 och Rg — R3—2R1, RQ g —RQ, R1 — R1—§R2 och R3 —
R3 — 2Ry, Ry — Ry + R3 och Ry — R; — Rs.

23 -1 100 1 3/2 -1/2 1/2 0 0 1 3/2 —1/2 1/2 0
[AI]=|68 2 010|~|6 8 -2 0 10|~|0 -1 1 =31

25 -2 00 1 2 5 -2 0 01 0 2 -1 =10
1 3/2 —-1/2 1/2 0 0 10 1 -4 320 100 3 -1/2 -1
01 -1 3 -10|~|01-1 3 -1 0]~ 10 -4 1 1
0 2 -1 -1 0 1 00 1 -7 2 1 001 -7 2 1
[TA™]

3 —-1/2 -1
Svar: A™' = | —4 1 1 P
4
(c) Lat A=1] 2 5
6

Loésning:

-1
BX+IX = AT & (BAD)X = AT « X — (B+I) A7 — [ > } { L 23 ]

= o O

(2p)

(3p)



(d) Bestdm pa parameterform, linjen L som gar genom punkterna (4, —1,0) och (2,0, 2).

L6sning:

En riktningsvektor v = (2,0,2) — (4, —-1,0) = (-2, 1, 2).
r =r,+ tv, dir r, = (4, —1,0). Linjen pa parameterform blir da
xr = 4 — 2t

y = -1 + ¢
z = 2 + 2t
r = 4 — 2t
Svar: Y = =L b
z = 2 + 2t

Bestam alla virden pa konstanten a sa att vektorn u = (2,1, 1) blir ortogonal mot
vektorn v = (a,1+a,1—a). Berikna sedan lingden av vektor u+ 2v for det erhallna
vérdet pa konstanten a.

L6sning:
2 a

uev=|1|e|1l+a | =2a+14+a+1—a=2a+2=0daa=—1. Lingden
1 l1-a

fas genom

u+2v| = V0% + 12+ 52 = v/26.

(3p)



