Losningar till problemtentamen i Algebra for DAI1 m fl den 2009-01-14

1.a) Hirled formeln sin(3v) = 3sinv —4sin’ v med hjilp av
Moivres formel (e””)" = e’ i fallet n=3.

(3p)
Losning: n =3 insatt i Moivres formel ger
HL = e’ =cos(3v) + jsin(3v) =VL = (cosv + jsinv)’ =
=(cosv)’ +3-(cosv)* - jsinv+3-cosv-(jsinv)> +(jsinv)’ =
=cos’ v—3cosvsin® v+ j(3cos’ vsinv—sin’ v)
Identifikation av real- och imaginidrdelar ger formlerna for trefaldiga vinkeln
Re :cos(3v) = cos’ v—3cosvsin® v Im :sin(3v) = 3cos” vsinv —sin’ v
och med hjilp av trigonometriska ettan far vi att
sin(3v) =3cos’ vsinv —sin’ v =3(1 —sin” v)sinv —sin’ v =3sinv—4sin° v VSH
b) Los ekvationen z> +(2+ j2)z—3-j2=0. (5p)
Losning:

Kvadratkomplettering ger

Q24 2)z7-3-2=(z+1+ )’ =1+ )’ -3-j2=0= (z+1+ j)* =1+ j)* +3+ 2
Sitt: z+1+ j=u+ jv. Utveckling av de bada leden i ekvationen ger

VL=(z+1+ ) =@+ jv) =u’+ j2uv+ jv’ =u’ —v* + j2uv
HL=(+ j)* +3+ j2=1+j2+ j> +3+ j2=1+ j2—-14+3+ j2=3+ j4

2_ 2 _
VL=HL o % 7V 73
Quw=4=>v=2=2

Insdttning av v == 1 u’—v> =3 ger
u’ — (%)2 =3eou’- - = 3. Multiplikation av bada leden med u’ ger

u'—4=3u" @ u'-3u>-4=0.Sitter vi t =u” far vi andragradsekvationen

+ %=

1> =3t —4 =0 som har rotterna 7, =3+ /9 + 1 =

o w

*

o w
2|



2 _ — 8 _ — -2 —1- — 2 —
Falll. u” =1, =5=4=u,, =2 varav v, =-=L v, = =-1

Fall 2. u* =t, = —2 =-1<0 vilket &r orimligt, ty u dr reellt.
z+l+j=u+jve z=u+ jv—1-j=u—-1+ j(v—1) ger slutligen att

z =u, 1+ jv, - =2-1+jd-1)=1

SVAR: ) _ _
2, =uy, =1+ j(v, =D =-2-1+j(-1-1)=-3— ;2

Anm. Da vi 16ste ut u enligt 2uv =4 = v =2 har vi antagit att u #0.

Att u inte kan vara 0 beror pa att vi, i likheten 2uv =4 for u =0, skulle fa att
VL=2uv=2-0-v=0 och att HL =4 # 0 vilket dr orimligt.

x+ y=1
. . 2x+ y=3
2. Los ekvationssystemet
x+2y=0
x— y=1
approximativt i minsta kvadratmetodens mening och berikna medelfelet. (5p)

Losning:
x+y = 1 1 1 1
2x+y = 3 : . , 2 1|[x] |3
(ES) kan skrivas som matrisekvationen 17 =
x+2y =0 I 2|y 0
——=
x—y =1 1 —1] X 1
— ==
A b
Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles ur
I 1 1
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I 1 2 —1(|1 2||y 1 1 2 —-1]0
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I —-1] X 1
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= X = varav
4 7 3

x| _ATA) (ATh) =L 7 -4 (8] [ 44]_
y__X_ Bl —4 73] P11 |-




x + y -1 1-1-3 0 0
2x + - 3 812 -2 -1
Felvektorn f = Ax—b = Y = i 32 3= ; =2
+ 2y 373 3 1
x =y = 1] |[5+5-3 2 1

varfor medelfelet blir

LI U TR S P SVAR:{

w4

X =
och n=2%=~058
y=-3

3. Lat L vara linjen x:y—2:ZT_3,lé’1t Il, varaplanet 2x+y—-2z-7=0

och lat IT, vara planet x+1y—-z-2=0.

a) Berikna vinkeln mellan linjen L och planet IT, . (2p)

n [ven,| |ven| - [(1L1,2)0(2, 1,-2)] .
0 = ——arccos = arcsin——— = arcsin = arcsin—=

2 | T ol | T D [ 1) | e

SVAR: 6= arcsinL = 8’

' 3V6
b) I vilken punkt skér linjen L planet II, ? (2p)
X t 0 1

x=y—2:ZT_3:t:>L:r= yl=| 2+t |=]2]+1] 1
z| |3+2¢] 3] |2

Skdrningspunkten for L och IT, och erhélles genom att kombinera linjens och

planets ekvationer. Inséttning av ekv. for L i ekv. for IT, ger:

2x+y—-27z-7T=02t+24+1t-2Q3+21)-7T=0= -t=11t=-11

SVAR: S=(;2+£3+2t)=(-11;-9;-19)

¢) Visa att planen IT, och II, é&r parallella. (Ip)
1 2
n,=| +|=% l|=4n,=n,//n =11, /1],
-1 -2



d) Bestdm en punkt som ligger i planet I, . (0,5p)

x=z=0insatti x+3y—z—-2=0 geratt y=3 varfor (0; 3; 0) &r en punkti
planet x+1y—-z-2=0.

e) Berikna avstandet mellan planen IT, och II,. (1,5p)
Insittning av punkten fran d i avstandsformeln for IT, ger det sokta avstandet.

d:|Ax1+By1+Cz1+D|:|2x1+y1—2z1—7|:|2-0+3—2-0—7|:|—4|:£1
VA* +B* +C? V22 + 17 4 (-2 Ja+1+4 Vo 3

€

SVAR: d =le

f) Punkten P ligger pa linjen L och har lika stort avstand till bada planen.
Berikna koordinaterna for P. (3p)

Avstandet d fran IT, till en godtycklig punkt pa L ges av

p |Ax, +By, +Cz,+D| |2x,+y, =2z, =7| |2t+2+1-2(3+21)-7| |r+11|l
= = = = e

JA* +B*+C? V22 +17 +(=2) Va+1+4 3
[t+11] 1 4 t,=-9
d(I1,,P) = =——=|t+ll|=2>1+11=R2= varav
3 23 t, =—13

P =(t,;2+1,;3+21,) = (-9;—7;—15) och P, = (t,;2+1,;3+21,) = (—13; —11; - 23)

— 94+ 1 (=T)=(=15)=23
d(HZ,P1)=| i ) 2|:ﬂ:é:
2

JZ A+ + (1) o

d(Hz,Pz):|_ Sl

JZ A+ +(-1)° o

SVAR: P =(-9;-7;-15)

B+i1D-(=23)-3] | 3~
3
2



p+2 p+2
p+3 p+3
2p+6 2p+6

4. Lat M vara matrisen

e S\ I

piHp+l pPHp+l
Bestdam rangen av M for alla viarden pa den reella parametern p. (4p)
Losning:

1 p+2 p+2
2 p+3 p+3
4 2p+6 2p+6
1 pi+p+l piHp+l

1 p+2 p+2

0 p+1 p+1 |2
0 2p+2 2p+2||3
0

0 p’-1 p*—1][C
Pl
(1 p+2 p+2
0 1 1
“lo 0o o0
0 0 0

Fall 1. rangM =2 da p # -1

1 p+2 p+2

0 1 1
M ~

0 O 0

0 O 0

Fall 2. rangM =1 da p=-1

1 p+2 p+2] [1 1 1
0 p+l p+1| |0 0 O
0 2p+2 2p+2| [0 0 O
0 p’*-1 p*-1 0 0O
1 for p=-1
SVAR: rangM =
2 for p#-1



