Losningar till problemtentamen i Algebra for DAI1, DEI1 m fl den 2009-10-23.

x+2y

3
1. Los ekvationssystemet {3 6 approximativt med minsta kvadratmetoden.
x+6y

( Medelfelet behover ej berdknas. ) (2p)

Losning:
x+2y = 3 | . i 1 2(|x 3
(ES) skrivs p& matrisform | 7=
3x+6y = 5 3 6|y 5
A X b
T 1 3|1 2 10 20 T 1 3|13 18
2 6|3 6 20 40 2 6|15 36

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles som 16sning till

; . 10 20 18
(ESU) A"Ax=A"b & X =
20 40 36

o (10020 _ B oAl . N
det(A"A) = 0 =10-40-20-20=0= (A" A)" existerar ¢j!

10 20 18}

M=[A|B]:{zo 40 36 {1 2 %}{1 : ﬂ

20 40 36 000



2.Lat A= och B=|1].

W =
—_— = W
—_— N W

a) Berikna (A+E)™".
b) L6s matrisekvationen XA + X = BT.
Losning:

Jacobis metod for matrisinvertering ger att

1 2 20 10 1 2 2 0
~l0 =1 =1 1 =2 ol[4~]0o 1 1 =1
0 -5 -4 0 -3 1 0 -5 -4 0
(1 00 2 -3 0 100 2 -3 0
~0 11 -1 20[«q~[010 4 -5-1=|E[A+E)"]
0 0 1 -5 71 00 1-5 7 1
2 -3 0
SVAR: (A+E)"'=| 4 -5 -1
-5 7 1

2.b) Los matrisekvationen XA + X = BT.
XA+X=BT o XA+XE=BT s X(A+E)=BT =
S XA+E)YA+E) "' =BT(A+E)' & X=BT(A+E)"
typX =typ(BT (A +E)™) = ypBryp(A + E) = (1x3)(3x3) = 1x3
2 -3 0

SVAR: X=BTA+E)"'=[1 1 1| 4 -5 -1|=]1 -1 0]
-5 7 1

(Ip)

(Ip)



_ (_1_‘_]-\/5)107 .

3.Lat z

(j4H™
a) Beriikna |Z| och arg z. 3p)
b) Skriv z pa rektanguldr form x+ jy. (1p)

( Svaret i 2b far inte innehalla nagra trigonometriska uttryck. )
Losning:

a) z, =x, +jy, =1+ j\/3= re’ dir

n=lz=x 3] =D +(3) =143 =44 =2

3
v, =argz, =(x<0) = @+ arctan 21 = T+ arctan ~— = T — arctan v/3 =n-2=21

X, -1

. g
2, =X, + jy, =04+ jd=re’? = 4e’?

2T
. 5
(14 j¥3)'"7 (2 3)'"ass jae2E-ssy o jen j28m 3T
~— = ——=2"""¢ =2e =2e =
E I
(]4) (22€ 2 )53
j(44n+3L) j(222m+3%) j3E
=2 ¢ =2e © =2¢'* SVAR:|z|=2, argz =2

T 2%
6):

(3T N T
b) z= 2¢7c " 2¢"2 . e’3 = 2(cos T+ jsinT)(cos% + jsing) = 2j(%+j§):—\/§+j



4. Ekvationen 2z*—6z> —z® —25=0 har en icke-reell rot av typen a+ j3a,
dvs en rot vars imaginidrdel &r tre ganger sa stor som realdelen. Los ekvationen. (5p)

Losning:
Sitt P(z) =2z* —6z° —z* —25. Enligt satsen om komplexkonjugerade rotter giller att

P(z) har reella koefficienter B L ]
. ) =z,=2 =a— j3a drrottill P(z)=0.
z, =a+ j3aidrrottill P(z) =0

P(z) har alltsa faktorn
(z—z)z—2,)=(z—a— j3a)z—a+ j3a)=(z—a)’ — j*3°a’ = z* —2az +10a’
Satsen om faktoruppdelning ger att:
P(z)=2z"-67" -2 -25=2(z—2)(z2— 2, )(2— 2 )(2— 2,) =
=2(z> —2az+10a*)(z* +cz+d) =
=2z"+Qc—4a)7’ +(2d —4ac +20a*)z* + (—4ad +20a’c) z +20a*d
Identifiering av koefficienterna ger:

‘. 2 - 2

Z

& 2c—4a = —-652c=4a-6=c=2a-3

771 2d—4ac+20a> = -1 2d=4ac—20a*-1=4a(2a-3)-20a> -1
2 —4ad +20a%c = 0e2a(10ac-2d) =0 2d =10ac

s 20a°d = -25<2a’2d=-5<2a*(12a> +12a+1)=5

2d =10ac < 4ac—20a* —1=10ac < 6ac+20a”> +1=0 < 6a(2a—3)+20a* +1=0 &

2 = 2_29 L o4 [8_ 3 941
& 320" -18a+l=0=a" —ga+5;=0a, =5+ /55 =5%5

I g =3+35=3:2¢/(12¢] +12a, +) =5 (F+5+D) =5 -3+6+1) =5

0 a,=3%-%=%:2a;012a5 +12a, +1) =2 (3 + 2 +1)<2-3<5 . Falsk rot!

c=2a-3=2-7-3=-2,d=5ac=5-5-(-2)=-5

2

PHez+d=0e7-2:-5=0z,, =126

SVAR: z,, =1+ j3 z,, =126



5. Los, for alla viarden pa parametern p for vilka 16sningar existerar, ekvationssystemet

2x, + X, = 8
x, + 2x, + 3x, = 4
(p+Dx, + (p+2)x, + 2p+3)x; = p+4
(p°—-p+bx, + (p>—p+2x, + (p°—p+3)x, = 4
Anvind eliminationsmetoden pa matrisform.
Losning:
2 1 0 8 :|
1 2 3 4
M = [A[B]= -
p+1 p+2 2p+3 p+4
p’—p+l p*—p+2 p*-p+3 4
1 2 3 4 —r-l|-p +p-1
2 1 0 8
p+1 p+2 2p+3 p+4| «——

p’-p+l p’—p+2 p’—-p+3 4 «

1 2 3 4

0 -3 -6 0 -1
0 -p —-p —3p

0 —p°+p —2p°+2p —4p2+4p_

1 2 3 4 ]

0 2 0 pl-p
0 -p -p -3p

0 —p2+p —2p2+2p —4p2+4p_

10 -1 4 Jpz0A(p=D [1 0 -1
01 2 0 01 2
“loo p —3p > “lo oo 1
00 0 —4p(p-n]) [-_1_ 00 0

(Sp)



Fall1: (p#0)A(p#]1) Fall2: p=0

( ES saknar 16sning! ) ( z fri variabel. ES har odndligt manga 16sningar! )
. 1 0 -1 4 x—z = 4
ES saknar 16sning! x = 4+t
) . 01 2 0 y+2z = 0
Pivotelementet i rad 4 M~ Sy = =2t
. .. 0 0 0 O 0 =0
stdr sist 1 raden. z = t
0 0 0 O 0 =0
Fall3: p=1
( ES har entydig 16sning! )
1 0 -1 0 0 1
X, =
01 2 1 0 6
M~ varav 3x, = 6
0 0 1 01 -3
x;, = =3
0 0 O 0 0 O

6. I ett ONH-system ar II planet 2x+2y—z+18 =0 och
L &r den rita linje som gar genom punkterna Q =(0; 1;2)ochR =(4;5;9).

a) Beridkna vinkeln mellan planet IT och den rita linjen L. (2p)
Losning:

4 2
L har riktningsvektorn v = QR =| 4 | och II har normalvektorn n =| 2

7 -1

Om ¢ ér vinkeln mellan L och IT och @ é&r vinkeln mellan L och n giller att 8+ ¢ =90°.

Definitionen av skaldrprodukt och formeln for komplementvinkeln ger

[mev]

[nlv]

=cosf = cos(90° — @) =sin ¢ = @ = arcsin

2-4+42-44(-1)-7| |9
= arcsin

NS N VR V981

SVAR: ¢ = arcsin = arcsin% =19,5°

b) Berikna avstandet fran planet IT till punkten Q genom att anvinda
avstandsformeln for planet. (1p)

Losning:

d_‘AxQ+ByQ +Cz, +D‘ _‘2XQ +2yQ—zQ+18‘ _|2.0+2'1—2+18

VA*+B*+C? V22 22+ (1) 3

=6le




¢) Berikna avstandet fran planet IT till punkten Q genom att forst berikna

koordinaterna for projektionen Q. av punkten Q pé planet IT och sedan

berékna langden av vektorn QQ ;- (3p)
Losning:

En linje L | som &r vinkelrdt mot planet IT och gar genom Q har ekvationen

X 0 2 2t
L :r=|y|=00+tn=|1|+t| 2 |=|1+2¢
2 2 -1 2—t

Projektionspunkten Q , . &r skdrningspunkten for L | och IT och erhalles genom att

proj

kombinera linjens och planets ekvationer. Insittning av L :s ekv. i I1:s ekvation ger:
2x+2y—z+18=22t) +2(1+2t)—12-1)+18=9t+18=0= 1= -2

Quuy = (2031426, 2=1) = (A2 142+ (-2): 2= (-2)) = (~4=3; 4)

-4 0 -4 2
QQuy =| =3 || 1]=|-4[=-2] 2 |= 4 =|QQ|=[- 212" +27 +(-1* =6re
4 2 2 -1
SVAR: 6/¢
d) Berikna koordinaterna for spegelbilden Q,,.,, av punkten Q i planet IT. (Ip)
Losning:
0 2 -8
0Q s =0Q+2QQ,,, = 1{-2:2| 2|=|-7|  SVAR: Quy=(-8-7: 6
2 -1 6

i

|
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|
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\



e) Lat S vara skdrningspunkten for linjen L och planet IT.
Berikna arean av triangeln QSQ,,., -

Losning:

Qe

l:singozi:>SQ:18:>SQ =4187-6> =4/12-24 =4/12-12.2 =124/2
3 SO prel

Tos0qea = 2asopey = 277 SQpuj " QQprj = 12V2:6=72V2ae

Alternativ 16sning 6e:

Skérningspunkten S for Loch IT och erhalles genom att kombinera linjens och
planets ekvationer. Inséttning av L:s ekvationer i I1:s ekvation ger:

2x+2y—z+18=2(4s)+2(1+45)—1(2+75)+18 =95 +18 =0 = s = -2

S=(4s;1+4s;2+7s)=(-8;,-7,—12)

o] [-87 [8 4 -8] [-87 [0 0
SQ=[1]-| -7 [=| 8 [=24[; SQuu=|-7|-|-7|=|0|=180
2| |-12| |14| |7 6| |-12] |18 1
4 0 4110 e, e, e,
SQXSQ, . =2/ 4[x18 0|=36(4|x|0|=36] 4 4 7|=
7 1 7| |1 0 0 1
4 1
4 7 4 7 4 4
=36| e, —e, +e. =36| -4 |=144| -1
0 1| o 1 00
0 0
SVAR: T, | =4/SQXSQ,p | = 4[144|y1* +(-1)* +0” =7242ae

(2p)



