Losningar till problemtentamen i Algebra for DAI1, DEI1, EI1, EPI1, MEI1 och MI1
2010-10-22.

1.a) Skriv det komplexa talet —2 + j 23 pa polér form. (1p)

Losning:

2= 2%+ =\/(—2)2 +(24/3)* =16 =4
a)

argz=(x<0) =n+arctanl=n+arctan2=n—arctan\/§=n—£=2
X -2 3 3
e
SVAR: —2+ j24/3=4¢" 3
b) Los ekvationen z> = -2+ j2+/3. (3p)

Losning:

2 =(re”) =r’’ = —2+J'2\/§=4€](3 And 21 m
?+2kﬂ::>v=§+kﬂ?

)
<
I

for k = 0,1 varav

a

J Tion )
Z0=2€I3 j=2€ 3=2(c0s%+jsin§)=2(%+j@)=1+j\/§
j[ﬁ+l-n

SVAR: ) n
3 =2e" e = (14 jf3)(cosm+ jsinm) =—1— j/3

z, =2e



¢) Ekvationen z*—47’+18z>+8z+¢ =0 har en icke-reell rot med realdelen 2.
Los ekvationen och bestim det reella talet g. (4p)

Losning:

Sitt P(z)=z"' -4z’ +18z° +8z+¢. Satsen om komplexkonjugerade rotter ger att

P(z) har reella koefficienter

=7z,=7,=2—jb arrottill P(z)=0.
7 =2+ jbarrottiup(z)zo} erametd @

P(z) har alltsa faktorn
(z—zl)(z—zz)=(z—2—jb)(z—2+jb)=(z—2)2 —j2b2 =z'—dz4+4+b* =7 —4z7+k
Satsen om faktoruppdelning ger att:
P(2)=z'—-47 +187° +8z+¢q=1(z— N z—z,)(z2—2)(z2—2,) =
=("—4z+k) (> +cz+d) =

=+ (c-D+(d-4c+k)> +(—4d + ke)z+ kd

Identifiering av koefficienterna ger:

z*: 1 = 1

Fa c—4 = 4osc=0

22 d—4c+k = 18 k=18-d

7' —4d +kc = 8o 4d=8d=-2=k=20
P kd = g q=kd=20-(-2)=-40

k=20=b’+4=20=b>=16b=12

Z2+cz+d:O(:)z2—2:O(:)Z2:Z@ZSA:i\/E

SVAR: z,,=2 * j4; z,,=+J2; q=-40



2. Lat ES vara foljande ekvationssystem:

px+2y = 4
x+y = 2
x+py =1

a) Los ekvationssystemet ES for de virden pa parametern p for vilka

ES har I6sningar. 3,5p)
Losning:
p 2 4 :] 1 1 2 1 2 |p#2
M=[Ap]=|1 1 2|<~|p 2 4 2-p 4-2p| [&] ~
1 p 1 1 p 1 p—1 -1
1 1 2 1 0 0 |p#3 1 00
~10 1 2 ~10 1 2 ~10 1 2
0 p—-1 -1 0 0 1-2p||= 0 0 1
Fall1: p#<, p#2 ES saknar 16sning!
1 00 x =0
M~|0 1 2 (varav qy = 2)
0 0 1] Pivotelementet irad 3 star sist i raden. 0 =1

Fall 2: p=1 ES har entydig 16sning!

n = antalet obekanta = 2

1 00 x =0 .
b = antalet bundna variabler =rang M = 2
M~ |0 1 2|varav<y = 2 ) )
f = antalet fria variabler=n—-b=2-2=0
0 0O 0 =0

f =0 = ES har entydig 16sning

Fall 3: p =2 ES har entydig 16sning!

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 0 3
M~|0 2-p 4-2p|=|0 O 0:|~01—1~01—1

0 p-1 -1 0 1 -1 0O 0 O 0O 0 O

3 n = antalet obekanta = 2
X =
b = antalet bundna variabler = rang M = 2

varav 1y = -1 ) .

0 = 0 f = antalet fria variabler=n-b=2-2=0

f =0 = ES har entydig 16sning



b) Los for p =1 ekvationssystemet ES approximativt i minsta kvadratmetodens

mening och beridkna medelfelet. (3,5p)

Losning:

x+2y = 4 1 2 4

X

(ES) < x+y = 2 eller pa matrisform |1 1| }z 2

x4y = 1 11| |

N X —

A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles ur

3 4 7
(ESU) A"Ax=A"b X = varav
4 6 11

x (ATA)" (ATh) = 6 -4 7] |2 |- b
=X= = . =5 = oC

9 ot 4 3|11 ?| 5 3
x+2y—-4| |-1+5-4 0

f=| x+y-2 |=|-1+5-2|=1| —1| varfor medelfelet
x+y-—1 —1+2-1 1

L s S I

N=g=""m -—5=041

. 1 3
3. Lat A:{ } och B=[p 3p].
2 p

a) Los matrisekvationen XA =B for p # 6 genom att forst 16sa ut X

med hjélp av [dmplig invers matris. (2p)
Losning:
1 g
detA = 5 =1-p-2-3=p-6+#0= A existerar!
p

XA=Bo XAA'=BA' o XE=BA"' @ X=BA"'

. p -3
SVAR: X=BA™ =L [p 3p]-{_2 J=ﬁ[p2—6p ~3p+3p)=[p 0]



b) Los matrisekvationen XA =B for p=6. (2p)
Losning:
detA = p—6=6-6=0= A 'existerar ej! Gor en typinspektion.

Antag att typX =mXn.

2
tprAz(an)(ZXZ)=m><2=typB=1><2:>{n 1 = ypX=1x2
=

Ansitt X =[x y]. Vi faratt

1 3 .
XA:[x y]-{2 6}:[x+2y 3x+6y]=B=[p 3p]:[6 18] varav foljer att

x+2y=6 x+2y=6 x=6-2¢
= =
3x+6y=18 0=0 y=t

SVAR: X=[x y|=[6-2¢ {]

4. 1 ett ONH-system &r punkterna A=(1;0;1), B=(3;1;1), C=(3;2;2)
D=(a+1;a;5) och E=(1;6;1) givna.
IT 4r det plan som gar genom punkterna A, B och C. L ir den linje som gar genom

punkterna D och E.

a) Berikna (ABx AC)e AD . (1.5p)

Losning:
21 12| |e, e, e,
20 2 1
ABXAC=|1|x|2]=[2 1 o0 y
21 2 2
0] |1 2 2 1

=e,(1-0)-e,(2-0)+e (4-2)=

SVAR: (ABXAC)e AD=|-2|e|a|=1-a+(-2)-a+2-4=8-a



b) Bestim konstanten a sa att volymen for tetraedern ABCD blir 1 ve. (1p)
Losning:
Vi =+1(ABXAC)e AD =41 (8—a)=1=8-a=+2 = a =872

SVAR: (a=6)v(a=10)

¢) Avgor for vilka virden pa a som E, R‘, AD bildar ett hogersystem. (0,5p)

SVAR: (ABXAC)®AD=8-a >0 a<8

d) Finns nagot virde pa konstanten a for vilket linjen L inte skér planet IT? (2p)
Bestdm i sa fall detta virde pa a.

Losning:

En linje L som gar genom D och E har ekvationen

X 1 a
L:r=0OE+tED < |y|=|6|+ta—-6
Z 1 4

L skir ej planet I = L &r parallell med [1 @ nev =0 < (EXR)Oﬁjzo =

1 a
S| -2|°la-6|=01-a+(-2)-(a-6)+2-4=0=20-a=0=a=20
2 4

Aterstar att kontrollera att linjen L ej ligger 1 planet.
D liggeri 11 < (ABxAC)s AD =0 a=8#20

SVAR: a =20



e) Finns det nagot vérde pa talet a sadant att linjen L &r vinkelrdt mot planet IT?
Bestiam i sa fall detta virde pa a. (3p)

Losning:

L &r vinkelrdt mot planet IT < L:s riktningsvektor dr parallell med IT:s normalvektor <

a 1 a=t = a=?2
@EZIEXE@ a—6|=t-2|=a-6=—2t => —-4=-4
4 2 4=2t = t=2

SVAR: a=2

Alt.1. Definitionen av skaldrprodukt ger att * (ﬁx A_C")O ED = ‘ ABX AC H ED ‘ cos @

dvs att

+(20—-a)=|(1,-2, 2)||(a.a—6, 4)|cos0’ & +(20—a) =3v2a” —12a+52
Kvadrering ger att

400-40a+a* =9(2a* —12a+52) =174’ -78a+68=0=a’ —4a+4=0=aq,, =2
Alt.2. (ABxAC)xED =0 osv.

Alt.3. AB ir vinkelrit mot L = AB®ED=0=3a-6=0=>a=2



