Linjdirt ekvationssystem (ES)

Exempel 1.1  Betrakta det ekvationssystemet

2x—y=1

x—y=2
Det har tva ekvationer och tva obekanta x och y. Det innehaller termer med vari-
abler av typ ax och by och inga andra. Det kallas da linjirt. Vi skall bara behandla
denna typ hir. Dessutom skall vi 16sa detta linjdra ekvationssystem, forkortat ES.

Det betyder att vi skall bestimma de par (x,y) som uppfyller ekvationen.Vi l5sa ett
ES genom att eliminera variablerna, eliminationsmetoden.

2x—y=1 x—y=2 (x—y=2)-(-2)
{x—yzZ ) <:>{2x~y:1 <:>{2x—y:1 J

Bégen ) betyder radbyte och pilen J betyder hér att forsta ekvation multipliceras
med —2 och ldggs sedan till endra ekvation. Med fortsatt ekvivalens fa vi

X—y=2 N X—y=2 ’|<_> x =-1 .
0-x+y=-3 (y=-3)-1 y=-3

Alltsé dr (x,y) = (—1,-3).
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Vi anviinde négra radoperationer och dessa dr

1. Byte av ordning av ekvationer )

2. Multiplikation av en ekvation med en konstant, som sedan adderas till en
annan ekvation.

3. Ytterligare en radoperation dr att multiplicera en ekvation (rad) med en kon-
stant # 0.

Exempel 1.2 Vi skall skriva upp detta ES i exempel 1.1 utan att skriva upp vari-
abler, plustecken och likhetstecken. Vi skriver bara upp koefficienterna och hogerledet
(HL), avskilt med ett lodritt streck.

Koeff. matris

2 1

X—y= . 2 -1 1

ES | skrivs .

{x —y= [ 1 -1 }
totalmatris

e Totalmatrisen har 2 rader och 3 kolonner och sdgs da vara av typ 2 x 3
emedan koefficientmatrisen ir av typ 2 x 2.

e Det inrutade elementet i totalmatrisen 4r i rad 2 och kolonn 3 och didrmed
pa plats (2,3).

o Ett ES skrivet pa detta sitt kallas matrisform.

Dessutom ufor vi samma radoperationer, som ovan.
2 —1]1 1 —1|27 (-2 =1 27 1
1—12) 2 -1)1] 0 1|=3] .1
1 0| -1
0 1)-3

som betyder {x N

Exempel 1.3 Vi skriver om féljande ES pa matrisform..

2x—y=3 2 —13 2 —113

2y —4x =1 -4 21 0o 07|
Andra raden i den sista totalmatrisen betyder 0-x+0-y = 7, alltsd att 0 = 7, en
omdgjlighet/motsigelse. Detta betyder att detta ES saknar 16sning (har O 16singar).



Vi ger ett exempel till innan vi infor nya begrepp och slutsatser.

Exempel 1.4 Vi skriver om féljande ES pa matrisform..

2x—y=1 2 -1 1 2 —1]1
SRR it
Sista raden betyder 0-x+0-y = 0, en sjilvklarhet. Denna rad kan man alltsé stryka
utan att information om ES forsvinner. Aterstar alltsd 2x — v = 1. Alla punkter
(x,y), som uppfyller denna ekvation utfor 16sningarna pa detta ES. Vi kan skriva
detta
(x,y) = (x,2x— 1) =x(1,2) + (0, 1), xeR.

Man kan ocksé infora en parameter, i detta fall x = ¢, sa att l1dsningarna kan skrivas

(x,y) = (£,2t — 1) =1(1,2) + (0,—~1), teR.

/

GRAFISK LOSNING

e ESiexempel 1.2 har en (1) 16sning, ES i exempel 1.3 har ingen (0) I6sningar
och ES i exempel 1.4 har odndligt med (o) 16sningar. Dett &r typsiskt for ES.

e Vi inf6r begreppet pivotelement. Det forsta element i en given rad, riknat
fran vinster, som ir skilt fran noll kallas pivorelement.

e Nir varje pivotelement i en rad star till hger om pivotelementet i raden ovan
dr matrisen pa trappstegsform eller alterntativt, matrisen &r en trappstegsma-
tris.

e Nir alla pivotelement = 1 och dvriga element i samma kolonn ér = 0, ér
matrisen (rad-)reducerad.

e I en trappstegsmatris eller radreducerad matris kan koefficientmatrisen lik-
som totalmatrisen ha en nollrad, en rad med bara nollor. Antal rader som
inte dr noll kallas matrisens rang.

M.h.a. ovanstdende definitioner drar vi foljande slutsatser m.h.a. exempel 1.2-1.4
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1. Viserattiexempel 1.2 dr rangen for koefficientmatris=rangen for totalmatrisen=
2. Likasa ér antal variabler = 2 (x och y). Vi far alltsa

rang koeff. matris = rang totalmatris = antal variabler .

Detta dr ekvivalent med att ES har 1 16sning.

2. Vi ser att i exempel 1.3 &dr rangen for koefficientmatris= 1 <rangen for
totalmatrisen= 2. D.v.s.

Vi far alltsa
rang koeff. matris < rang totalmatris .

Detta dr ekvivalent med att ES har O 16sningar.

3. T exempel 1.4 dr rangen for koefficientmatris=rangen for totalmatrisen= 1.
Antal variabler = 2 Vi far alltsa

rang koeff. matris = rang totalmatris < antal variabler.

Detta &r ekvivalent med att ES har oo med 16sningar.

Kommentarer

e Nir man har oidndligt (o) med I6sningar, brukar man infora en eller flera
parametrar.

Exempel 1.5 (3 ekvationer och tva obekanta) Betrakta ES

2x—y =1
x—y =2
3x+y =0

Det har fler ekvationer (3) in obekanta (2). Ett sadant ES kallas dverbestimt och
brukar saknar 16sning. Pa matrisform blir mostsvarande radreducerade matris

Vi ser att rangen for koefficientmatrisen dr 2 och rangen for totalmatrisen &r 3.
Alltsa saknar ES 16sning (noll 16sningar).

GRAFISK LOSNING




Exempel 1.6  For ES

x—y+z =3
2x+z =2

har vi fler variabler dn ekvationer. Vi forvéntar oss att fa odndligt med 19sningar.
Motsvarande radreducerade matris dr

-1

—4

1 0
01 —

uttrycka x och y i variabeln z. Dessutom ir det x och y som har pivotelement (§
och 1). z kan viljas till vilket tal som helst varvid x och y blir entydigt bestimda.
z kallas fri variabel och x och y bundna. Losningarna kan skrivas pa lite olika sitt.
Med den fria variabeln utbytt mot en parameter z/2 = ¢ blir svaret

Rl —

x =—t—1
y =t—4 , teR
z =2

eller (x,y,2) =1(—1,1,2)+ (—1,-4,0), ¢ € R.

Exempel 1.7 Los ES

x—ytz =-1 2 -1 1]-1 100
xX—=y—z =2 ~|1 -1 -1} 2 |~..~10 10 1
3x—y+z = 3 -1 1|0 001 -2

Vi ser att rangen for koefficientmatrisen=rangen for totalmatisen=antal variabler=3.
Alltsa entydig (en) 16sning . Losningen ér (x,y,z) = (1,1,-2).

e Exempel 1.6: De variabler som motsvarar pivotelementen &r x och y kallas
bundna och z kallas fri. Det 4r den fria variabeln som tilldelas en parameter.
Vi siitter z/2 =1, s att z = 2¢. Dérmed ger andra raden att y = ¢ — 4 och

forsta raden att x = —¢ — 1. Alltsa
x =—t—1
y =t—4 , teR.
7z =2t

Alternativt skriver vi [0sningen som

(x,3,2) =1(—1,1,2) + (—1,-4,0), reR.

Vi sammanfatter rang och antal 16sningar till ett ES.

Exempel rang koeff. matris rang totalmatris antal variabler | antal [0sningar
1.2 2 = 2 = 2 1
1.3 1 < 2 = 2 0
1.4 1 = 1 < 2 o0
1.5 2 < 3 2 0
1.6 2 = 2 < 3 o0
1.7 3 = 3 = 3 1
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Sammanfattning
1. Ett ES pa matrisform kan skrivas, som en totalmatris.
2. Med antal rader = m och antal kolonner = n, blir dess typ m X n.
3. Forsta elementet 0 i en rad (riiknat fran viinster) kallas pivotelement! .
4

. Om pivotelement i raden under stir till htbger om pivotelementet i raden
ovan, sigs matrisen var en trappstegsmatris (Alt. vara pa trappstegsform).

5. Antal rader i en trappstegsmatris som inte enbart innehéller nollor, kallas
matrisens rang.

6.
rang koefficientmatris = rang totalmatris = antal variabler, 1 16sning
rang koefficientmatris < rang totalmatris, 0 16sningar
rang koefficientmatris = rang totalmatris < antal variabler, oo med [Osningar

Exempel 1.8  Los ekvationssystemet

3x+y—5z+2u =3

bestdm rangen av koefficient- och totalmatris, antal bundna och fria variabler samt
antal 16sningar.

Losning: Vi har tre ekvationer och fyra obekanta/variabler. P4 matrisform fér vi

I 0 =2 3]0 1 0 0 —-1]2
2 —1 I 13| ~..~]10 1 0 =512
3 1 -5 213 001 =-2]|1

Svar:

e Rangen tor koefficientmatrisen=rangen tor totalmatrisen= 3.
e Tre bundna variabler (x,y,z) och en fri variabel (u).
e Antal 16sningar dr oo p.g.a. existensen av fri(-a) variabler.

e [Osningen kan skrivas

23
I
[\
<
.+_

Exempel 1.9  Matrisformen
1 2
23 0
3 4

motsvarar ett ES i variablerna (x,y,z,u). Svara pa samma fragor som i foregdende
exempel!

IPivot uttalas piv-a.



Losning:
1 2 -4 210 1 0 12 —4| 2
23 O01j1f~}]01 -8 3|-1
34 4 0|2 00 0 0 O
Svar:

e Rangen for koefficientmatrisen=rangen for totalmatrisen= 2.
e Tva bundna variabler (x,y) och tva fria variabler (z,u).
e Antal 16sningar 4r oo p.g.a. existensen av fri(-a) variabler.

o [ .6sningen kan skrivas, med inférande av parametrar s och 7.

x =—12s+41r+2
y =8 —3t—1

z =5

u =t

Kommentarer

e Man kan, men behover inte, infGra en parameter for den fria variablen, i detta
fall ex.vis ¢ 1= u.

e Antalet fria variabler dr lika med antalet parametrar och detta antal dr dimen-
sionen pa losningen (16sningsrummet).

e Vilka variabler som ir fria respektive bundna kan variera men inte antalet.

En tillimpning

I elldran uppkommer litt stora ES.

Exempel 1.10  For en strom [ i en parallellkoppling med ett motstind i varje gren
kan de tre uppkomna strommarna I, k = 1,2, 3 ses som obekanta/variabler, givet
att de tre resistanserna ir kidnda. Vi far

b+b+hL =1 1 1 1117
R —R, =0 pioi matrisform R R, 00
Rl —Rilz; =0 Ri 0 R3|0

Av praktiska skél finns en entydig 16sning, alltsa 1 16sning, d.v.s. rang for koefficientmatris=rang
totalmatris=antal variabler= 3, nagot som vi borde komma fram till.

11 1|17 (-R) (-R) 1 I I i
Rl =Ry 00| — J ~| 0 —Ry—R —Ry | —Ril
Rl 0 —R3|0 0 ~Ri ~Rs—Ri | —Ril

Genom fortsatta ERM:s fas
R{Ry + RyR3 + R3R

I =
1 0 0 Jpptofe RoR3
01 0 RiRa+RaBa+RiRs R1R2+R2R3+R2R1
IR1R2+§3§2+R1R2 ~ 12 R R
001 IR1R2+R3R§+R1R3 L= R1R2+R2R%+R3Rl
RiR,
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ES med parametrar

Exempel 1.11  Los ekvationssystemet nedan for olka virden pa a och b.

X+ay==6
ax-+4y=>b

om a # +2. Dessa tva fall maste undersokas for sig. Med a = —2 far vi ES
x—2y=6
—2x+4y=">b

x—2y=26

0=>0+12
Alltsa saknas 16sning (0 16sningar), om b £ —12, och om b = —12 ir ES ekvivalent
med att x — 2y = 6. Detta ger o med lésningar nidrmare bestimt (x,y) = (2y +
6,y), y€R. Ps.s. fora=2 far vi att b # 12 ger 0 16sningar och for b = 12 ger
det (x,y) = (2y—-6,y), yeR.

som genom elimination blir

Exempel 1.12  Los ES for olika parametrar a och b

—x—ay+2z=06
ax-+y-+2z=>b
x—2z7=-5

Losning: Som totalmatris
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