Determinanter 1

Ex 4.1
Vi tar resultaten fran ex 1.2, ex 1.3 och ex 1.4.
Ex 1.2 Ex 1.3 Ex 14
ES 2 —y=1 20 —y =3 2r —y=1
r—y=2 20 —4x =1 —dx + 2y = -2
. 2 -1 2 -1 2 -1
Koeff. matris A= 1 1 A= 4 9 A= 4 9
Rang koeff. matris | 2 1 1
antal 16sn. 1 0 00
det A -1 0 0
Invers matris Al = 1 :; existerar ej existerar ej
Geometrisk tolkn. | Korsande linjer Parallella icke- .. Parallella ..
sammanfallande linjer sammanfallande linjer

Sats
AX = B har entydig 16sn. X <= RangA =n <=, A™! exist «= det A # 0

(1)

dir A ar en kvadratisk matris av ordning n.

Vi bevisar denna sats endast for matriser av ordning 2 och forst en hjdlpsats.

a1l a2
a1 a2
ERMS3 péaverkar determinanten pa foljande sdtt. ERM1 andrar tecken pé deter-
minanten, ERM2 &dndrar determinanten med en faktor ¢, dir ¢ # 0 och ERM3
andrar ingenting.

Hjilpsats Givet matrisen A = Radoperationerna ERM1-

Bevis:

a21  A22
ail Q12
Att multiplicera en rad med ett tal ¢ # 0, d.v.s. ERM2 innebér att determi-
nantens viarde dndras med samma faktor ¢

ERMI1: |: :| = a210A12 — Q22411 = — det A.

ca ca
ERM2: = 12 — Ca110922 — Ca12G21 = C - detA.
az1  G22
aip a2 C ai1 a12
= = a11(a22 + caiz2) — a12(a21 + cai1) =

a a az1 + ca ag0 + ca

ERM3: 21 a2 | 1 21 11 a2 12
= Qa11Q22 — A12021 = detA.
-_—

Kommentarer

e Obervera att om A ~ A’ s3 giller att det A #£ 0 <= det A’ # 0 eftersom
determinanterna endast kan skiljer sig pa tecken (ERM1) och konstanter
¢ # 0 (ERM2).

e Man kan visa att det AT = A.

For en matris av ordning 2 ar det enkelt:

a11 a2
detA = do1  Ggo = 11022 — A120921
och
a a
det .AT = ai; az; = 11022 — 210412

och alltsa lika.



e det AT = A gor att man kan operera med ERM1-ERM3 pa kolonnerna
med samma paverkan pa determinanten, som nir man opererar med ERM1-
ERMS3 pa kolonnerna.

Bevis av satsen for matriser av ordning 2: I stillet for att bevisa 4 ekvi-
valenser d.v.s. 8 implikationer, sa bevisar vi detta sa héar

det A #0 :I> A~ existerar g A-X = B har entydig 16sn. I:I>I Rang A = 2 I:Y det A #0

I Antag att det A = aj1a90 — a12a01 # 0. DA ges inversmatrisen av

A1 = 1 [ azgy  —ai } .

a11Q22 — 12021 —a21 aiy

IT Antag alltsi att A~! existerar.
A X=B+<—A'" A X=I-X=X=A"'-B,
som &r den entydiga losningen.
IIT Bevisat tidigare.

IV Antag att rangen for koefficientmatrisen = 2. Lat A’ var motsvarande
martris pa reducerad form, d.v.s. A ~ A’. Da ar det A’ = 1 # 0. Eftersom
radoperationerna endast dndrar determinanten med en konstant # 0, s&
ar det A # 0.

Kommentarer:

e Satsen ovan géller for matriser av godtycklig ordning, likasa resultaten i
hjalpsatsen.

e Antag att A ar en kvadratisk matris av ordning n. Att till skillnad fran
ERM2, multiplicera inte bara en rad, utan hela matrisen med ett tal c och
sedan berdkna determinanten gor att

det(c-A)=c"-detA.

Detta beror pa att termerna i det A r av typ £ai,, - @2p, - ... - Gnp,, OCh
elementen i cA &r ca;. Alltsa blir termerna

. n
Fcaip, -Ccaopy o CApp, =" A1p, - A2p, oo Anp,, -

Determinant for matriser av typ 3 x 3 (ordning 3)

Ex 4.2

I ex. 1.7 har vi en kvadratisk koefficientmatris. Da kan man berdkna matrisens
determinant Dessutom har vi entydig 16sning péa ett motsvarande ES. Koeffi-
cientmatrisen och HL &r

2 -1 1 -1
A=|1 -1 —1 | respektive B= 2
3 -1 1 0

Av ovanstéende exempel ligger det néira till hands att det A # 0. Fragan ar nu
hur den berdknas. Man kan berdkna denna determinant genom att utveckla den
ldngs godtycklig rad eller kolonn. Vi viljer har andra rad.

-1

det A = 1-(—1)**!

2
3

| [y




Allmént dr determinanten av en matris av ordning 3 (Hér utvecklat ldngs rad
2.)

ay; a2 ais
detA=| ao1 asa as3 | =
as; as2 ass

ai2 a3
agz2 as3

ail  ais
asz1 ass

a a
ag (—1)*+! +azz(—1)**? +ag(~1)** a:l)j a:le;

(11022033 + 12023031 + 13021032 — (11023032 — 12021033 — (13022031

Speciellt &r
ai1p  aiz2 ai13
det| 0 a2 a3 | = aiiazas;s,
0 0 ass

eftersom Gvriga 5 = 6 — 1 termer innehaller en faktor 0.
Ex 4.3 Vi berdknar nu determinanten av

2 -1 1
A=|1 -1 -1
3 -1 1

genom att utnyttja ERM1 och ERM3. Vi borjar med att byta plats pa 1:a och
2:a rad.

2 -1 1 1 -1 —1] (=2)1 «(-3)! 1 -1 -1
detA=|1 -1 —1|=—|2 -1 1 =—|0 1 3 | (=24
3 -1 1 3 -1 1 0 4

1 -1 -1
=—|0 1 3 |=-1-(1-1-(-2)=2.
0 0 -2

En riakneregel for determinanter
Givet tva kvadratiska matriser A och B, av samma ordning, siag n. D& géller
det(A-B) =det A-detB. (2)

Likheten &r svar att bevisa for matriser av godycklig ordning. For tva determi-
nanter av ordning 2 blir (6vning)

det (A-B) = det A-det B = a; 2a21b1 2b21—a11a22b1 2b21—a1 2a21b1 1b22+a1 1022011622 .

Hjalpsats

i Genom att enbart anvinda ERM1 ooch ERM2 kan man f4 A ~ A’, dir
A’ dr en trappstegsmatris.

ii For kvadratiska matriser A och A’ 4r som ovan giller att det A = det A,
sandr som pa tecken.

Sats Givet tva kvadratiska matriser av samma ordning, n. D& &r
det(A-B) =det A-detB. (3)

Bevis: Vi bevisar det langre fram m.h.a. elementéra matriser (Se sidan 59

fF).



Cramers regel

Z1
I en matrisekvation A-X = B med typA =3x30och X = | z2 | kanske man

Z3
bara ar intresserad av att berdkna en av de okénda, sig xo. Da kan x5 berdknas
m.h.a. determinanter. Byt ut kolonn 2 i A mot HL och kalla denna matris A,.
da &r

- det A2
27 et A

Vi bevisar detta forst for en matrisekvation dar typA =2 x 2 och B = { Zl ] )
2

Att bevisa att vi far ut xo pa detta sitt, kan vi visa m.h.a. invers matris.

X — AL, T1 | _ 1 Q2 —ai2 | b1
T To detA | —a21  an ba
—a21 b1 + ai1b2

det A

= To =

Men téljaren ar just [ 211 21 } = det A och beviset ar klart.
21 02

For en matrisekvation

A-X=B
dar
ail a12 A1n b1
a1 Q22 ... Q2n ba
A= och B = ,
Gp1  Ap2 Gnpn bn

kan xj beriknas genom att i A byta kolonn k mot B. Kalla denna matris Ay.

Mer exakt ar
o det Ak

T gt A

Bevis: Vi bevisar det i fallet £ = 1. For allmént k bevisas det vésentligen pa
samma satt.

by ais ... ain (auxl + ...+ alnxn) a2 ... Q1n
b2 a99 agn (agll‘l —+ ...+ a2nscn) a9 a9n
det A1 = . . . . =
by, Gna ... Gnn (an1%1 + oo + QunTn) Qn2 . Gpn
Genom att multiplicera kolonn 2 med —x5, kolonn 3 med —z3, ..., och till sist

kolonn n med —x,, och sedan addera till kolonn 1 far vi

aipiry a2 ... Qin a1 a2 ... Qin
ag211 as2 ao2n a1 ag2 ao2n
det Ay = . . L= . . | =x1-detA.
ap1T1 Ap2 ... Gpn apl  Ap2 ... Qpp
. det A
Dett ar ekvivalent med att z; = L
det A
Ex 4.4 Givet ES
T+y=2
r—2y+2=3
Jy+z=4

Beradkna .



Losning: Sitt

1 1 0 2
A=1|1 -2 1 |,ochB=] 3
0 3 1 4

Byt 1:a kolonn i A mot HL (eftersom z &r forsta element av z,y, z) och kalla
denna matris A;. Cramers regel ger da att

2 1 0
3 -2 1
det A, 4 3 1 -9 3
detA |1 1 0] -6 2
1 -2 1
0 3 1

Definition av determinant av godtycklig ordning n

Ex 4.5 Givet listan (p1,p2,p3) = (3,1,2). Detta dr en permutation av (1,2, 3).
Antalet inversioner ar atntal pravisa byten av p1, ps och p3 som behovs for att
fa (1,2,3). Vi skriver upp dessa hér:

(3,1,2) ~ (1,3,2) ~ (1,2,3)
Alltsd ar inv (3,1,2) = 2. Detta séger i sin tur att motsvarande term i det A =

det((a;jk)3x3) dr (—1)*a13a21a32 = a13a21a32 .

Definition av determinant Givet matrisen A = (a;k)nxn. D& &r dess de-
terminant

NV (p1,p2,...,Pn
det A = E (—1) (P1,p2 p")alplagpz...anpn s
(P1,p2,--sPn)

ddr summationen ar 6ver alla permutationer av (1,2, ...,n).

Kommentarer

e Antalet permuationer av (1,2,3) dr 3! = 1-2-3 = 6. Lises 3—fakultet.
Antalet permutationer av (1,2, ...,n) ar n! ett tal som véxer fort med n.
Ex.vis &r 7! = 5040 och 10! = 3 628 800.

e Man kan lika vdl summera 6ver permutationer av radindexen (ej uppen-
bart). Detta forklarar att det(AT) = det A (sid 1).



