Foreldasningar av kapitel 10

Summasymbol

Exempel 10.1  Skriv med summasymbol

1434547+ ..+ (2n—3)+(2n—1).

Losning: Ex.vis dr forsta termen 1 =2 -1 —1 och andra termen 2-2 — 1. Ett
udda tal kan skrivas 2k — 1, dir k dr ett heltal. Detta dr summan av de » forsta udda
positiva heltalen, som kan skrivas

i(zk— 1) =:S(n).
k=1

Kommentarer

n
o1 Z (2k — 1) kallas termen 2k — 1 summand, 1 och n undre respektive Svre
k=1
index och k 16pande index. Denna bokstav kan bytas mot vilken annan bok-

stav (férutom n) utan att betydelsen dndras. Genom bytet j = k — 1 blir
n—1
summan y_(2j+1).
j=0
o Exvisdr §S(3) =1+3+5=9o0ch §(4) =1+3+5+7 = 16. Vi ser att
summorna ir heltalskvadrater. Man kan visa ait S(n) = n?, se figur nedan.

e Man kan rita dessa summor S(n).

1+345=3



Exempel 10.2  Antal fobollsmatcher i en enkelserie med 16 lag dr

15414+ 134 ... +34+2+1=:5,(15).

15
Med summasymbol Z k. Man kan rdkna ut summan sa hér:
k=1

2:51(15) = 142434+4+54+64+7+84+9+10+114+12+ 13+ 14415+
BB+ 14+ 134124+ 11+ 10+94+84+7+6+5+4+3+2+1=

= 16-15sdat S;(15) = 1515 = 120.

Exempel 10.3  (Geometrisk summa) Man kan visa att

xX"—1
x—1

S(n) ::nfaxk:a (1)
k=0

for x # 1. Vi bevisar det.
x:8(n) = ax+x>+X+ . +x a0
S(n) = a(l+x+x2+...+21).
Genom att ledvis subtrahera far vi
(x—1)-S(n) =a(x"—1).

Eftersom vi antar att x = 1 kan vi dividera med x — 1 och far da (1).

Exempel 104 Om [x| < | kommer x" att konvergera mot 0. Om vi ldgger ihop ett
obegrinsat antal termer i (1) med |x| < 1 far vi

neoo = xX"—1 0-1
limaZx/”:aZxk:hma =aqa- __¢ .
n—eo n—eo  x—1 x—1 1—x
k=0 k=0
Ex.vis dr /
1 & 1/3
S Y (23 = =1
3k:0 1-2/3

Exempel 16.5  (Kantormingden)
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Vi tar bort den mittersta tredjedelen av intervallet [0, 1] och far kvar méngden

P.s.s. tar vi bort den mittersta tredjedelen av intervallen [0/3,1/3] och [2/3,3/3]
och far

F, = [0/9,1/9]U[2/9,3/9]U[6/9,,7/9]U[8/9,9/9].

Vidare bildar vi Fs, Fy, ..., Fy, .... Hur mycket har vi tagit bort? For att fa Fy har
vi tagit bort intervallet (1/3,2/3) som har ldngden 1/3. For att fa > ter vi bort
ytterligare 2/9. Totalt kommer vi att ta bort intervall av lingd

1 (o]
1/3+2/9+4/27+8/81+...= 3 Y 2/3)f=1
k=0

enligt exempel 10.4 Alltsa har vi tagit bort delintervall med sammanlagd lingd
1, samma lingd som [0,1]. Betyder det att det inte finns ndgot kvar? D.v.s. &r
K = Nj_oFr = 0?7 Svaret ir, nagot overraskande, nej. Mingden K har lingden 0O
men innehéller



