Foreldsningar av kapitel 3

Nagra Hirledda identiteter

Kvadrerings- , kuberings- och konjugatregler

Konjugatregler

Exempel 3.1  Beriikna 982

Losning: I konjugatregeln
a®—b*=(a—b)(a+b)
véljer vi a = 98 och far
982 = b% + (98 — b) (98 + b)
Ett smart val av b dr b = 2, som ger
98% = 2% 496 100 = 9604

Ps.s.ar
9992 = 998001 .

Exempel 3.2  Forenkla...

40 —xy?  x(2x—y)(2x+y)

= =x(2x—y).
2x+y 2x+y H2x=y)

Ytterligare tva konjugatregler

a®—b® = (a—b)(a® +ab+b*) och a® + b = (a+b)(a* —ab+b*).



Kvadrerings- och kuberingsregler

Vi har redan anvint en kvadreringsregel i exempel 3.12. OH.

Exempel 3.3
x? —6x+9 = {kan skrivas} = x> —2-x-3+3% = (x - 3)?

och kallas "jamn kvadrat".

|
Exempel 3.4  Utveckla...
(ex+e—x)2 — (ex)2_|_2ex‘e—x_|_(e—x)2ZEZx+2ex—x+e—2x:er_|_2_|_e—2x’
och utveckla... (2a —b)? = 84> — 12a*b + 6ab* — b’
|
Exempel 3.5  Ex.vis ar
(a=b)*=(=(b=a)*=(=1)"(b—a)’ = (b—a)’,
och
(a—b)=(~(b—a)) = (~1)*-(b—a)’ = —(b—a)’.
]

Exempel 3.6  (Faktoruppdelning) Foljande uttryck &r en jamn kvadrat. Faktorup-
pdela!
2x X _(.x\2 X 2 _ /X 2
e 2"+ 1= (") +2-¢ - 1+1°..=("+1)".

Exempel 3.7 x> —6x+8 iringen "jamn kvadrat” men vi kan "(kvadrat-)komplettera"
genom att ldgga till ochdra ifrén en 1 :a:

X —6x+8=x"—6x+9—1=(x—-3)%—-1.
Detta kallas att kvadratkomplettera (K.K.).

Exempel 3.8  (Kuberings- och konjugatregel) En riktig och en felaktig forenkling
som ger samma (ritta) svar. Forenkla (rédtt metod)

(a—b)*+2a°+b> &’ —3a’b+3ab>—b>+2a° +b°  3a(a® —ab+b?)

3a

a’+b3 (a+Db)(a®> —ab+b?) (a+Db)(a®> —ab+b?)
Forenkla (fel metod)
(a—b)*+2a+b¥ a—b+2a+b  3a
T b7 T atb  a+b’

a+b’



Ekvationslosning

Exempel 3.9  Los ekvationen
2x% = 5x.

Loésning: Detta &r en andragradsekvation och kan 16sas med p — g formeln. Vi
loser dock den genom att faktoruppdela

x =0eller

2P =5x a2 —5r=x(2x—5) =0
2x=15

Svar: x =0cellerx =5/2.

Exempel 3.10  Ekvationen 2x> = 5 kan ekvivalent skrivas 2x*> — 5 = 0 eller bittre
x? =5/2 med rotter x = £/5/2

Kommentarer
e Det ir fel att forkorta x i bada led, innan roten x = 0 ir verifierad.

e Utan konstantterm i andragradsekvationen l6ser man inte ekvationen med
p — q formeln.

o Inte heller ekvationer som saknar forstagradsterm (Exempel 3.10) 16ser man
med p — g formeln.

Vi kvadratkompletterade och fakrouppdelade i exempel 3.7. Vi skall nu utnyttja
det for bestaimma polynomets nollstillen.

Exempel 3.11 Vi kan ga vidare med exmpel 3.7 och faktoruppdela
X —6x+8=x—6x+9—-1=x—3)>—1"=((x=3)—1)((x=3)+1) = (x—4)(x—2).

Dessutom far vi nollstillena till ekvationen x*> — 6x+ 8 = 0, som x = x; = 2 och
x=xp=4.

Exempel 3.12  Los ekvationen 2x? = 5x — 3.

Losning: Denna ekvation kan 16sas med p — g formeln. Vi loser den dock med
kvadratkomplettring. forkortat K.K.



26 =5x—320=2x>-5x+3={KK} =

woosysasa(eze ] -] ) oo

25 1 1
2x—5/42 - = 43=2x-5/4) - (x-5/4*=_—o
8 8 16
5.1 x=23/2eller
:—:t—
=3 4@{,6:1

Vi skall se i exempel 0.15, att vi kan gora mer med K.K. &n att finna nollstillen.

Exempel 3.13 Vi loser nu en rotekvation. Los ekvationen v/2x+ 142 = x.

Losning: Vi kan kvadrera bada led och far
2+ 4V2x+ 145 =%

Vi blir altsa inte av med rottecknet. For att bli av med det, flyttar vi termen 2 fran
VL till HL. Vi far

V2aFl42=xeVat+l=x-2="2+1=(x-2)> x> —6x+3=0.

Denna ekvation har rétterna x = 3 ++/6. P.g.a. att vi bara har implikation vid *,
betyder det att vi har alla rétter bland x = 3 & V6. En eller bada kan dock vara
falska. Innan * ser vi att VL dr > 0, eftersom en rot "\/" alltid #r > 0. Alltsd maste
motsvarande HL. vara > 0. Insittning av x =3+ Vv6iHL gerx—2=x=1+ V6 >
0, som alltsa ir sann men insittning avx =3 —+v/6iHL gerx—2=x=1—-6 <0,
som alltsé ir falsk. Svar x = 3 + /6.

Exempel 3.14  Los ekvationen

2x+1 4dx—1 x2+42
+ =

x—1 X x2—x’

Vi flyttar termerna till VL och skriver pA MGN.

5x% —4x—1
XM ).
x(x—1)

Detta ér ekvivalent med tva villkor. Téljaren = 0 och namnaren # 0.

Vi ser pA MGN ér ndmnaren x(x — 1), sd att x = 0 och x = 1 dr uteslutna som rotter.
=-1/5
Tiljaren 5x* —dx—1=0 < {x . /
X =

Svarx = —1/5.



Losning av andragradsekvation, igen

Vi har redan skrivit om ett andragradspolynom med K.K. Man kan hérleda p — ¢
formeln med K.K. som innebir att 16sa ekvationen x> 4+ px+ ¢ = 0.

P tprtqg=(x+p/2? = (p/2?+q=06x=—p/2£/(p/2)*~q.

Exempel 3.15  Los ekvationen 2x> = 5x — 3.

Losning: Vi kan skriva denna ekvation ekvivalent som

3

2 5 5+1 2
= (5/2)x+3/2=0&x=+/25/16-24/16 = “— & x = d eller
x=1

Polynom

Polynom av grad 3 och definition av polynom, OH .

Faktoruppdelning, Faktorsatsen

Vi har faktoruppdelat och samtidigt funnit nollstillena till ett polynom (Ex 3.11).

Exempel 3.16 K.K.igen
f(x) :=x*—6x+5

ar ingen jamn kvadrat. Vi skall faktoruppdela det och bestimma dess nollstéllen,
for att illustrera Faktorsatsen. M.h.a. av K.K. far vi foljande identiteter for f(x).

fx) = ¥*=2x3+43-324+5=(x—3)2—4=(x—3)*-2>=

= {konjugatregeln} = (x —3+2)(x—3—2).

Alltsa édr f(x) = (x—1)(x—5). Ekvationen f(x) = 0 kan ddrmed skrivas (x —
1)(x—5) =0, som &r ekvivalent med attx— 1 =0ellerx—5=0,d.vs. x =x; =1
eller x = x, = 5. Vi ser att.ex.vis dr x — x; = x — 1 en faktor till polynomet f(x).

n
Teorem 1 (Faktorsatsen) Givet polynomet f(x) = Z arx*. D giiller ekvivalensen
k=0

x = xg dr nollstdlle till f(x), d.v.s. f(xo) =0<= (x—xo) dr faktor till polynomet.

Kommentarer

e Satsen/teoremet siger alltsa att f(x) = (x — xo)g(x), ddr g(x) &r ett polynom
av en grad ldgre dn f(x) :s grad.

e Man kan visa att varje reellt polynom kan faktoruppdelas i reella polynom
av hogst grad 2 (typ x> + ox + B) och n komplexa forstagradspolynom (typ
X — xg, dér xg € C), om grad f = n.



Exempel 3.17  Polynomet f(x) := 4x> — 16x> — 19x — 5 har nollstillet x = 5. Los
ekvationen f(x) = 0 och faktoruppdela f i reella faktorer.

Losning: Vi kan ansiitta
4’ —16x% —19x — 5= (x = 5) (4> +4r+ 1) = {KK.} = (x = 5)(2x + 1)2.

Svar: Rétterna dr x = 5 och x = —1/2, end dubbelrot. Faktoruppdelningen #r
flx)=(x—35)(2x+1)2



