<< Cal endar”

DayOf Week [ {2011, 09, 26}]
Monday

Kapitel 5, vektorer

A

m Vektorernaaoch b ar likalanga och parallella och darmed lika: a=b.
En vektor kan parallellforifyttas och for blir densamma.

m FOr vektorn b &r A startpunkt och B slutpunkt. Vi skriver
a=b=AB

m Vektorna-aar samma vektor som afast " motsatt" riktad.

Tva" motsatt riktade" vektorer &r antiparallella.

Mer allmént & vektorn k a, en vektor parallell med a men med léangd |k||al, om k>O0.
Kor k<0 &r k aoch a antiparallela.

m Langd av vektor

m |a=0 &r langden av vektorn a. Endast nollevktorn har langden 0.

m Vinkel mellan vektorer

= Genom att sammanfora tva vektorers startpunkter far man ett vinkelben. Vinkeln
@ ar da vinkeln mellan vektorerna.
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= Vinkeln 0=6<180°.

m Addition av vektorer. Den enes slutpunkt och den andras startpunk sammanfors. Da
erhalls vektorn

a+b, som vektorn fran den enes startpunkt och den andras slutpunkt.
a-b=a+(-b).

m Ex 5.1 Geett samband mellan foljande vektorer.
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m Speciellt ar |a+b|<al+|b|. (Triangelolikheten). Vad kravs for att fa likhet?

m Enhetsvektor e.

{(~/13, V26, (-2, 3}, {6, 4}}
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Tva enhetsvektorer. Basvektor, Standar dbasen i R?. ON-system

Ex 5.3 Omskrivning av a och b uttryckta i standardbasen.

5.6 Skalar produkt, ett matt pa tva vektorer samarbete, projektion.

5.7 Distributiva lagen for skalar produkt

1-——————————

b cos 6| Ic| cos ¢
-

o
Y _Ym
\/

|b+c| cos ¢

|b| cos 6+]|c| cos ¢ =|b+c| cosy

m Viseratt|b|cos@+|c|cos¢=|b+c|cosy.
Genom att multiplicera med |a| i bada led far man
lal]|b|cos@+|al]|c|cos¢=]a|]|b+c]|cosy, som betyder
a-b+a-c=a-(b+c).

m |b|cos@+|c|cos¢=|b+c|cosy

» Speciellt & a-b=0<=a+b och a-a=|a|?.

s Ex 5.4 Givet

{absa, absh, v} := {2, 3, Pi /4}
absa absb Cos [v]

{(Nul'l', Nul'l, Null}

32
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m 5.8-5.9 Vektor i koordinatsystem: Ortsvektor(-representation av vektor=komponentform)

m Ex 5.2 Vektorn amed startpunkt i (1,2) och slutpunkt i (4,4) kan ges en ortsvektor presentation.
a=(3,2). Vi kan rékna ut langden av a med P:s sats.
Vi infor vektorn b=(-5,1). a+b=(3,2)+(-5,1)=(-2,3). Speciellt &r |a+b|=<al+|b|. (Triangelolikheten)

= {3, 2}
={-5, 1}

a:

b:

{Va a, vb.b, a+b, 2a}
{Vis

13, /26, {-2, 3}, {6, 4}}

m Ex 5.5a) Berakna skaldrprodukten av aoch b i exempel 5.2.
L dsning
b) Bestdm alla vektorer cva.

m Ortsvektor o ch punkt.

—

= OP och P motsvarar varandra.
For att bestémmavektorn med startpunkt i P och dutpunkt i Q, raknar vi med vektorer.

—_— — — —

OP + PQ= OQ(:)OQ OP PQ Nu ar OP punkten P, fast skriven med kommatecken mellan komponenterna,
ex.visP(1;3) OP:(1,3).

I[R3

m Hogersystem, ONH-system. Orientering av x-, y- och z-axlarna.

m Ex 5.6 Vektorer pd komponentform. Langd, summa och vinkel mellan vektor erna ber aknas som
for vektorer i R2.

{a, b} :={{1, 2, 1}, {3, 5, 8}};
.b
{a.b, ‘va.a , Vb.b, a—}
va.a Vb.b
ﬁ}
2

[21, V6, 72,

s Komponent, sid 84 och koordinat sid 90.

—

Komponenterna for OP=(x,y,z) ar de samma som koordinaterna for P=(x;y;z).
m Definition av hégersystem, se sidan 91.

= 5.10 Vektoriell produkt (finns bara i R3.)

m (5.14) Beskrivning av ett plan. Planets ekvation .
Vektorprodukt (Komponentfri definition).
|[axb|=|al|b]sin @ och (a,b,axb) bildar ett hdger system (i den ordningen) och
axbiasamtax bab. Obsl Den vektoriellaprodukten ax b &r en vektor!!
Speciellt foljer det att axa=0, nollvektorn. Bevis:
|axal=|al|aJsin 0=0. Och den enda vektor som har l&ngden 0 &r nollvektorn.
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Vidaregaller att (k a)xb=k (axb).

Vektorprodukten &r " anti-kommutativ"' axb=-bxa, men ¢ asssociativ.
sp. ar distributiv®.

ax(b+c)=axb+axc, som &r vansterdistr. lagen. (Bevisasinte)

Specialfall:
B X By=6;, ByX 6,76y, €, X B = €y, X 6=y X €y = &, X &=0, nollvektorn(!).

m 5.11 Vektoriell produkt i komponentform

= Vi anvander ossav att a och b kan skrivas m.h.a. standar dbasen och distr. lagen.
Renove[a, b]
Cross[{ax, ay, a;}, {bx, by, bz}]

{-a; by +ay b;, a; by -axb;, -ay by +ax by}

= Ex 5.7 Vinkeln mellan vektorerna a och b kan fas med vektor produkt (Lite mer invecklat).
Nu kan vi sinusfér vinkeln 8: @ = 30° eller = 150°?

A/Cross[a, b].Cross[a, b] }
Va.ab.b

1
{{1, 2, 1}, (3, 5, 8}, {11, -5, -1}, 5}

{a, b, Cross[a, b],

m Vad géller for aoch b for att axb=07?

m Associativa lagen géller inte.

m Bevis: Detracker med ett motexempel.

ex:={1, 0, 0}

ey :={0, 1, 0}

ez = Cross[ex, ey]

{Cross[Cross[ex, ey], ex], Cross[ex, Cross[ey, ex]]}
{Cross[Cross[ex, ey], ey], Cross[ex, Cross[ey, ey]ll}

{0, 0, 1}
{{0, 1, 0}, {0, 1, 0}}
{{-1, 0, 0}, {O, O, O}}

m E 5.8 Forenkla ax(b+a)+(b-a)xa.

a:={ax, ay, az}
b: = {bx, by, bz}
Cross[a, b+a] +Cross[b-a, a]

{0, 0, 0}
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m Ex 5.9 a) Givet punkterna... Berdkna arean av triangeln som har horn i dessa.

{P, Q R}y:={{1, 2, 0}, {5, 3, 0}, {4, 1, 0}}
{PQ PR} = {Q-P, R-Q}
Cross [PQ PR]

{(Nul I, Null, Null}
({4, 1, 0}, {-1, -2, 0}}
{0, 0, -7}

m Ex 5.9b) Berékna vektor produkten av u och v.

{u, v} :={{1, 7, 2}, {-1, -4, 1 }};
{u, v, Cross[u, v]/3}

({1, 7, 23, {-1, -4, 1}, {5, -1, 1}}

m Ex 5.10 Givet fyra punkter i R3, P, Q, R och S. Dessa & héren i en tetraeder. Berdkna tetraedernsvolym V.

{P, Q R S}:={{1, -2, 2}, {2, 1, 3}, {0, 4, 1}, {2, -2, 0}};

a=Q-P

b=R-P

c=S-P

{Cross[a, b], Cross[a, b].c/6}
{1, 3, 1}

(-1, 6, -1}

{1, 0, -2}

{{-9, 0, 9}, -g}

Cross[a, b].c/6
9

2

m Trippel skalarprodukt av tre vektorer (axb)-c, sid 97

= Pa komponentform.

a:={ax, ay, az}
b: = {bx, by, bz}
c:={cx, cy, cz}

m Skalar produkt pa komponentform har vi beraknat tidigare.
Vi gor det igen men med vektorerna uttryckta m.h.a. ex,ey,ez. Ex.visblir a-b=ax bx+ay by+az bz.

m Trippel skaléarprodukt av a, b och c. Vi borjar med a x b. Vi behdller ex, ey och ez.

Cross[a, b]
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(-az by +ay bz) ex + (az bx -ax bz) ey + (-ay bx +ax by) ez

{-az by +ay bz, az bx -ax bz, -ay bx +ax by}

m Till sist skalér produkt med c. Vi ser att skillnaden mellan axb och (axb)-c utgdrsav att
ex ersittsav cx, ey av cy och ez av cz. Alltsa kan trippel skaldrprodukten uttryckas ocksa med en deter minant, dar

ovreraden [ex ey ez] bytsmot [cx ¢y cZ]. Alltsa
cX cy cz

(axb)-c = | ax ay az |. Radbyteav tvaintilliganderader betyder teckenbytei en deter minant.
bx by bz

m 5.12-5.13 Réata linjens ekvation.

m Ex5.11a) Linjensekvation i R3. Vad vill man beskriva? Jo, alla punkter som ligger pa en given linje. Hjalpmedel:
Ortsvektorer! Linjen i R® och hogre dimensioner ges p& par ameterform.

{P, Qt:={{1, O, 3}, {2, 7, 5}};
U=Q—P
us +P

{11 7! 2}
{1+s, 7s, 3+2s}

= Ex5.11b) Givet en linjetill.

Skar linjernavarandra? Bestam i sa fall skarningspunkten.

{P1, QL}: = {{1, 6, 93}, {0, 2, 10}};
v=0Ql-P1

(-1, -4, 1}

Solve[us+P==vt +P1, {s, t}]
{{s>2,t>-2}}

{2u+a, (-2)v+c}
({3, 14, 7}, {3, 14, 7}}

m Ex 5.11 c) Betdam vinkeln mellan linjerna. (Detta gors p.s.s. &ven om linjernainte skéar varandra.)

u. v u. v _ _ _
{—,ArcCos[—]lSO/Pl, [Pl—ArcOos[ ]]180/P|}
Vu.uv.v Vu.uv.v VU.UV.V

{g 150, 30}
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m Ex 5.11d) Givet punkten S... Bestam avstandet mellan linjen i a) och punkten S.

S:={-2, 2, 3}
ps =S-P

{u, v, Cross[ps, ul, \/Cross[ps, ul.Cross[ps, ul,

NS A/Cross[ps, u].Cross[ps, u] }
Yu.u

{-3, 4, 1}

5
{{1, 7, 2}, {-1, -4, 1}, {1, 7, -25}, 15+/3, 36, —}
V2

» Ex5.11d) Givet linjen i 5.11 a). Bestam de punkter som ligger p& avstandet 6V'6 enheter palinjen fran punkten
P.

Kommentar ang. normerad riktningsvektor, d.v.s. riktningsvektor somenhetsvektor.
(ut). (ut) // Expand
5412
Solve[54t2 =216, t ]
{{t »-2}, {t >2}}

[[t_1:=ut +P
| [-2]
I [2]

{-1, -14, -1}
{3, 14, 7}
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5.14 Planets ekvation borde bero pa tva parametrar s och t eftersom linjens ekvation
beror pa en parameter t. Obs! En parameter for varje fri variabel!
Vi skall ha en annan utgangspunkt.

m Vianvander ossav vektorer for att beskriva punktmangden som utgér planet.

m Ett plan definierasav en punkt och en nor malvektor £0, eller
alternativt av tre punkter, som inte ligger pa linje.
Vi skall beskriva alla punkter S=(x;y;z) i ett givet plan. medelst en ekvation, planets ekvation.

= Vi kan utga fran en normalvektor n, till planet och en punkt i planet eller
tre punkter i planet, som g ligger palinje.

m Med trepunkter P, Q och R bildar vi tva vektorer PQ och PR.

s Nudar OQ - OP = PQ och OR - OP = PR. Darefter bildasen normalvektor m.h.a. vektor produkt k!

PQ x PR = n. Till sist ser vi att allapunkter S = (x; y; 2)i planet uppfyller
n-(0x .2~ OP) = 0. dllern-(OR - OP}, dér R=(x; y; 2.

m Ex 5.12 a) Bestdam planets ekvation som gar genom punkter na nedan.

{P, Q R}:={{1, -2, 2}, {2, 2, 3}, {2, 1, 3}}
pa = Q-P

pr =R-P

nl = Cross([pqg, pr]l

{Nul I, Null, Null}
{1, 4, 1}
{1, 3, 1}
{1, 0, -1}

= Planet IT &r givet.
Planets ekvation. Alla punkter S=(x;y;z) som uppfyller att S-P.n ligger i planet och omvant.
Villkoret “+” &r ekvivalent med att skaléprodukten =0, d.v.s. planets ekvation &r
nl.({x,y,z}-P)=0

nl. ({x, y, z}-P)

nl. ({Xy y, Z}_Q)
nl. ({x,y, z}-R)

l+x-2z
l+x-2
1+x-z2=0
m  Kommentar:Planets ekvation kan skrivas med parametrar. Satt, for de fra variablerna, ex.visy=s och z=t. Planet

bestar da av punkterna
(X;y;2)=(t-1,s1), (S;t)eR?. Generellt sitt, far vi en ytai R®, p.g.a. tvi parametrar eller tvafriavariabler.

S:= {—2, 2, 3}
m Ex 5.12 c) Bestam avstandet mellan planet IT och punkten S=(-2;2;3).

Ldsning: Planets ekvation kan skrivas Ax+By+Cz+D=0, dar n=(A,B,C).
n:=(1,0,-1). Vi far att
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d=|PS| cos §, samt PS-n=|PS||n| cos 6, sa att
IPS
d= |n|n _Namnarendr |n| =V A2+B2+C2.
Vi skriver om téljaren:
PS-n=n-(0S-OP)=n-(X1, Y1, z1)-N-(X,y,2=(A,B,C)-(X1, Y1, z1)-(A,B,C)-(x,y,2)=
(A X1+B y;1+C z7)-(A x+B y+C 2)=A x;+B y;+C z;+D.

JAX;+By;+Cz + D] _ |nl(r;=ry)|

d =

VAN2+B 2+ CN2 [n1]
in[7011:= t h;
n d
out[700]=
[~
P /1_,[

Renove [d]
nl. {x,y, z}+1
dix_,vy_,z1:=
vVnil.nl
dr-2, 2, 3]

-2+2



