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Grundlaggande algebra
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5

Vektorer

5.1 Geometrisk vektor

A
TVA VEKTORER SOM AR LIKA LANGA OCH PARALLELLA AR LIKA.

VEKTORERNA @ OCH b AR PARALLELLA: a || b.
VI SER ATT 2b =a.

5.1.1 Lingd av vektor

Lingden av en vektor a, skrivs |a| och dr ett reellt tal > 0.

33



34 5. VEKTORER

5.1.2 Vinkel mellan tva vektorer

Exempel 5.1

Vi kan rikna ut vinkeln 6 mellan vektorer a och b m.h.a. vanlig trigonometri, om
vi kiinner vektorernas lingder. Vinkeln mellan vektorerna a och b kan vi fa genom
att infora ¢ := a — b och se dessa som sidor i en triangel med lingder |a| = a = V/5,
Ib] = b =+/10 och ¢ = |¢| = |a — b| = /5. Cosinussatsen ger d att
a+b*—c* 5+10-5 1

= =—=&0=45".
2ab 2V5-V/10 V2

P =a*+b>—2abcosO < cos® =

5.1.3 Addition av vektorer

Vektoradditionen dr kommutativ.

R
/

Speciellt & —b samma vektor som b men motsatt riktad; De &r antiparallella med
varandra. @ —b :=a+ (—b). Speciellt ira —a = a+ (—a) =0, nollvektorn.

5.1.4 Skalér produkt
Uttrycket
la}-|bl-cos®=:a-b 5.1

kallas skaldr produkt . Det dr ett matt pa tva vektorers samverkan. Det &r ett reellt
tal (en skalér), inte en ny vektor.
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Projektion

Med skalar produkt kan vi uttrycka projektionen av vektorn b pa vektorn a, som
lallb|cos® a-b

|b|cos® =
la| la|

Exempel 5.2 Ardet mojligt att |a| =2, |b| =5 ocha-b = —3, och vad blir vinkeln

mellan vektorerna i sa fall?

Losning: |a-b| < |a||b|, s& dess virden dr mojliga, eftersom [cos®| < 1. Vi far

vidare att
a-b 3

cosf = Tallb] =10 0 = arccos(—3/10) ~ 107.5°.

Nagra specialfall

a-a=|af*, a-b=0=alb

Att vi har ekvivalens ovan behover en liten forklaring. Om ex.vis b =0, nollvek-

torn, s blir @-b = 0 men &r 0 vinkelrdt mot en annan vektor @? Svaret dr "ja".
Nollvektorn dr vinkelrit mot varje vektor. Eller mer generellt, nollvektorn O bildar

alla vinklar med alla vektorer, per definition.

Exempel 5.3  Forenkla
2a-(b—a)—b(2a+b)+2lal)?
och forenkla
(@a+b)-a+a-b+b*—|a+b|
Losning:
2a-(b—a)—b(2a+b)+2lal* =2a-b—2la]* —2a-b—|b]* +2Ja]* = —|b]*.

och
(@a+b)-ata-b+|b>*—|a+b|*=|a° +2a-b+b]*—|a+b]*.
Nu ér sista termen
la+b)> =(a+b) (a+b)={distr. lagen} =a-a+2a-b+b-b=

lal> +2a-b+ |b|%.

Alltsd dr (@+b)-a+a-b+|b|*>—|a+b*>=0

Nuir|a-b| =|lal-|b|cos8| < lal-|b|-1, eftersom |cos 8| < 1. Den sista identiteten

ger foljande olikhet

la+b” = (a+b)-(a+b)=al’ +2a-b+b|> < |a’ +2la|- b+ b* = (la| + |b})*.

Genom att dra roten ur respektive led fas triangelolikheten

la+b| < |a| + |b|. (5.2)
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5.1.5 Vektorprodukt

For koordinatsystem och vektorer i R behovs en orientering av tre axlar eller
tre vektorer. Med hoger tumme, pekfinger och langfinger (i den ordningen) far
man ett hogersystem. Forutom skaldrpordukt, som ir ett reellt tal, finns vektoriell
produkt eller vektorprodukt. For tva vektorer a och b i (enbart) R definieras deras
vektorprodukt a x b, som den vektor

(i) a, b och a x b bildar ett hdgersystem,
({i) alaxbochb laxboch

(iii) ldngden |a x b| = |a| - |b|sin®, dir 6 ir mellanliggande vinkel.

axb

JYANE Ny

Nagra elementira egenskaper

1. b x a = —a x b (antikommutativitet).
2. ax a =0, nollvektorn (ty 8 = 0° och sin(° = 0).
3. la x b| < |a| - |b| med likhet omm 6 = 90°.

Man kan visa att vektorprodukten inte &r associativ (ldtt) men dr distributiv (svart).
Associativeten giller inte trots att bada vektorerna

(@axb)xcochax (bxc)

existerar.

ax(b+c)=axb+axc. (5.3)

(5.3) ér vénsterdistriburiva lagen. Aven hogerdistributiva lagen giller.

Exempel 5.4  Lite,, e, och e, vara enhetsvektorer lings koordinataxlarna i R iett
hogersystem.
Forenkla

(a) |ex +ey|7
(b) e, x ey,
(c) e,-(ey xey),

(d) (exxey) xe,oche, x (e, xe).

Losning: Alla tre har lingd 1 och &r parvis vinkelrita mot varandra.
(a) |ex+ey|=V2.
(b) ey, x e, = —e..

(©)

e, (eyxe)=e.-e,=le) =1.
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(d)

(e. xey) xe,=e xe. =e,

och
e.x (e, xe)=e.x(—e;)=e,.

Detta bevisar dock inte att vektorprodukten inte dr associativ.

5.2 Vektor i koordinatsystem

En vektor i ett koordinatsystem har en representation som en ortsvektor. Detta
betyder att startpunkten &r origo 0 = (0;0) eller == (0;0;0) beroende vilket rum
det handlar om. Vektorn representeras da av sin slutpunkt P = (x;y). Vektorn

BN
OP = (x,y).

Observera skillnaden mellan koordinater for punkt och komposanter f6r vektor!

Exempel 5.5  Berikna vektorna —2b, dira = (—1,2) och b = (1,3) i exempel 5.1.
Berikna ocksa dess ldngd.

Losning:
a—-2b=(-3,—4) = |la—2b|=..=5.

Vi kan skriva dessa vektorer a = (—1,2) och b = (1,3). Vi kan dessutom rikna ut
skaldrprodukten. Vi observerar forst att

(x,0)-(0,y) =0 eftersom (x,0) L (0,y).

Dock gor vi det forst med bokstiver, ex.vismed @ = (x1,y;) och b = (x,y,). Dis-
tributiva lagen ger

a-b = (x,y1) (x2,y2) = ((x1,0) +(0,1)) - ((x2,0) +(0,y2)) =

= (X],O) : ()Cz,()) + (07)71) : (anZ)

eftersom de tva Ovriga produkterna = O (vinkelrdta vektorer). Aterstar (x1,0) -
(22,0) = |x1] - |x2] - cos©, och (0,y1) - (0,y2) = |[y1] - |y2| - cos 0. Antingen har x; och
x> samma tecken och da #r 0 = 0°. Da dr

(x1,0) - (x2,0) = |xy |- [x2] - cos0° = xyx7 - 1.
Eller sa har x; och x; olika tecken och dé 4r 8 = 180°.
(x1,0) - (x2,0) = |x1| - |x2] - cos 180° = —|x1 x2| = x1x2.
Ps.s. med (0,y1) - (0,y2) = |y1] - |y2] - cos 6. Alltsé ér
a-b=xx;+yiy. (5.4)

och p.s.s. for hogre dimensioner.

Exempel 5.6 Vi skriver vektorerna i exempel 5.1 pa komponentform: Bestim
vinkeln mellan vektorernaa = (—1,2) och b = (1,3).
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Losning: a-b=(—1,2)-(1,3)=—-14+6=5.

a-b 5 1 o
albl =~ VsV 2 0T

cosf =

Skalédr produkt pa komponentform ser likadan ut i alla dimensioner. Nedan ett
exempel i R?.

Exempel 5.7  Bestidm vinkeln mellan vektorerna u# = (1,2,1) och b = (3,5,8).

Losning:

(172,1)(37578) _ 21 :£<:>9:3OO.

cosO = =
V6-v/9+25+64 6-4/98 2

5.2.1 Enhetsvektor

Definition 3 En vektor e med lingd 1 kallas enhetsvektor.

Vi anvinder detta for vektorprodukt nedan.

Exempel 5.8  Vektorna = (—1,2) dr pa kompontentform och har lingden /(—1)> +2
/5. Bestim den enhetsvektor e, som ir parallell med a.

1
Losning: Det verkar naturligt att multiplicera @ med 73 for att fa en en sadan
enhetsektor, allltsa
1 1
e=—a=—(—1,2).
lal = V5

Denna vektor #r parallell med a. Aterstar att visa att den har lingden 1.

@< (53 () () v

1 1
le] = ﬁl(—ll)IZE (—1)?+22=1.

Exempel 5.9  Speciellt dr (1,0) :=e, och (0,1) =: e, enhetsvektorer parallella med
x— respektive y—axeln. Vektorn @ = (—, 12) kan skrivas som...

a=(-1,2)=(-1,00+(2,0) = —1(1,0) +2(0,2) = —1-e,+2-e,.
P.s.s. kan u = (1,2, 1) skrivas som

u=(1,2,1)=(1,0,0)4+(0,2,0)+(0,0,1) =e,+2-e, +e_ dir



5.2. VEKTOR I KOORDINATSYSTEM 39

[ex =(1,0,0)
{e, =(0,1,0) (5.5)
le. =(0,0,1)

5.2.2 Vektorprodukt i komponentform

Vi borjar med enhetsvektorerna i (5.5). Bl.a. dr
e, xe,=(1,0,0)x(0,1,0) =(0,0,1) =e;
Vidare dr
(0,1,0) x (0,0,1) = (1,0,0) och (0,0,1) x (1,0,0) = (0,1,0).
Dirmed ar ex.vis (0,1,0) x (1,0,0) = —(0,0,1). (1,0,0) x (1,0,0) =0=(0,0,0).

Aven hir utnyttjar vi distributiva lagen, fast nu for vektorprodukt. For tvé vektorer
a och b pa kompontentform

a=(x1,y1,21) ochb = (x3,y2,22)
skall vi beriikna vektorpdrodukten
axb=(x1,y1,21) X (x2,y2,22) -
Vi skriver om

=x1(1,0,0)+y1(0,1,0)+21(0,0,1) och b = x,(1,0,0)+y(0,1,0) +2(0,0,1).

axb = (x;,y1,21) X (x2,y2,22) =
= (x1,0,0) x (0,y2,0) + (x1,0,0) x (0,0,22) + (0,¥1,0) x (x2,0,0)+
+ (0,y1,0) x (0,0,22) 4 (0,0,z1) X (x2,0,0) + (z1,0,0) x (0,y,,0) =
= (x1y2—x231)(0,0,1) + (2122 — x122)(0,1,0) + (y122 — 221 )(1,0,0) =
= (yiz2 —Y221,21%2 — X122, X1 Y2 — X2)1) -

Denna produktregel for vektorer pa komponentform &r svar att komma ihag. Man
dock ldtt berdkna den med en determinant:

ex e e

axb= X1 Y1 241 (5.6)
X2 2 2

Exempel 5.10  Beriikna vektorprodukten mellana = (1,2,1) och b = (3,5,8).
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Loésning: Eftersom a och b ir ndmnda i den ordningen dr det a x b som skall
beriknas och inte b x a. Som determinant blir den, enligt (5.6)

L)
=

e

Z
axb= 1|=(11,-5-1).
8

W =
QII[\.)‘S,Q

Vi verifierar atta L a x b:
(1,2,1)-(11,-5,-1) =11-10—1=0.

Vi kan forsoka beridkna vinkeln mellan vektorerna a och b:

laxb] 1124+ (=52+(-12) 73
lal- b V672 V6 TV2

Vi kan dock inte dra slutsatsen att © = 30° eftersom det finns en supplementvinkel
med samma sinusvirde, nimligen 6 = 150°.

N | =

sin@ =

5.2.3 Nagra tillimpningar

Givet tre punkter P, Q och R i R3. De tre punkterna ir horn i en triangel. Vi skall
berédkna arean av triangeln m.h.a. Areasatsen, som séger att arean

absin©
T =
2

ddr a och b dr tva sidoldngder i triangeln och 6 melllanliggande vinkel. Man kan
— —
bilda tva vektorer, a = PQ och b = PR. Arean av triangeln &r da
|a x b|

T= 7 5.7

Observera att faktorn sin6 &r "inbyggd" i vektorprodukten.

Exempel 5.11  Punkterna P(1;1;2), O = (2;3;3) och R = (4;6;10) ar horn i en

triangel. Berdkna triangelns area.

Losning: Vi berdknar vektorerna
— — — — — —
a=PQ=00—-0P=(1,2,1) ocha=PR=0OR—OP=(3,5,8)
samma vektorer som i ett tidigare exempel. Triangelns area &r

— IaXbI _ |(11,—5,—1)| o \/m: 7\/§

T =
2 2 2 2
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5.24 LinjeiR"

En linje i R? kan skrivas som ax + by + ¢ = 0, dér inte bide a och b #r noll. Linjens
ekvation skall vi skriva pa parameterform.

2x
Exempel 5.12  Givet linjen pa formen 2x — 3y = 6. Vi I6ser ut ex.vis y = N 2.
Vi kan sitta x = 3¢ och far

=3t
* . 1ER.
y=2t—2

Vi kan skriva linjen ekvation som vektorer:

(x,) =(0,-2)+1(3,2), t€R

Allmint kan linjens ekvation pa vektorform skrivas
r=ro+t-b. (5.8)

ddr r = (x,y), ro = (xp,y0) och b = (v, v,), som ir riktningsvektor for linjen.

Ay

A,

/ OP=r
‘X

P.s.s. kan en linje i R? skrivas pa vektorform och parameterform.

Exempel 5.13  Ge en ekvation for linjen som gar genom punkterna P = (1;1;2)
och 0 = (2;3;3).

N
Lésning: Vi bildar en riktningsvektor @ = PQ = (2,3,3) — (1,1,2) = (1,2,1)
samt vektorn 7(1,2,1) 4+ (1,1,2) = (x,y,z), t € R. Detta &r linjen pa vektorform.
Alternativt kan vi svara pa parameterform

!x: t+1
qy= 2+1 t€R.
izz t+2

Exempel 5.14  Givet linjen i foregaende exempel och linjen
(x,3,2) =1(1,1,1) +(0,2,1).

Skar linjerna varandra och i sa fall i vilken punkt?
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Losning: Vi sétter
(x,y,2) =s(1,1,1)+(0,2,1) =¢(1,2,1)+(1,1,2)

och 16ser det sa uppkomna ES. Losningen &r (s,7) = (3,2) och alltsa skir linjerna
varandra i punkten
2(1;2; 1)+ (1;1;2) = (3;5:4).

Exempel 5.15  Givet tre punkter P = (1;1;2), 0= (2;3;3) och R = (4;6;10). Dessa
—
ligger infe pa en linje. For att visa detta, ser vi att vektorerna a = PQ = (1,2,1)

ochb = P—Ié = (3,5,8) inte ir (anti-)parallella. (Om de vore (anti-)parallella vore
ju deras vektorprodukt 0, nollvektorn.) Da definierar de tre punkterna ett plan
i R3, nidmligen planet IT som punkterna ligger i. En normalvektor till planet ir
axb=(11,-5,—1) =:n. Ex.vis dr P en punkt i planet.

N
Att en punkt (x;y;z) = X ligger i planet ir ekvivalent med att vektorn PX ir

-
vinkelrit mot n. Rita! Detta betyder att skaldrprodukten n- PX = 0. Utskrivet blir
detta

(11,-5,-1)- ((x,y,2) — (1,1,2)) = 1lx—5y—z—4 =0,

som #r planets ekvation.

Exempel 5.16  Givet de tre punkterna ovan och en fjirde punkt § = (3;4;5). Dessa
fyra punkter ar horn i en tetraeder. Bestdm tetraederns volym.

Losning: Bottenytan for tetraedern kan vara den som spénns upp av P, Q och R.
_>

-
Hojden &r da |PS| - cos @, dédr ¢ dr vinkeln mellan n och PS =: ¢. Volymen av en
tetraeder dr bottenytans area ganger hdjden dividerat med 3. Volymen blir, sa nér
som tecken,

V= %. (5.9)

I detta fall 4r ¢ = (2,3,3). Och
(@xb)-c=(11,-5,—1)-(2,3,3) = 4.

4
Volymen ir alltsa V = c=73

Exempel 5.17  Beriikna avstandet mellan planet i exempel 5.15 och punkten § =
(3;4:5).
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Losning: Vi har att (11,—5,—1) =: n ar normalvektor till planet IT och bildar

vinkeln ¢ med Iﬁ =: ¢. Alltsa &r avstandet, sanér som pa tecken,

Nu ar

= [ﬁ{ -cos@ = |c|-cos@.

n-c=n| lc|-cosQ,.

Alltsa dr avstandet d, sandr som pa tecken

d= nee och med siffor d =

in|

(11

5-1)-(2,3,3)

V3

SERveE

Avstandet mellan plan och punkt kan ocksa skrivas pa foljande sétt. Vi borjar dock
med att skriva om téljaren. Vi sitter n = (A4,B,C), sa att

n .

C

=n: (()C?y?

darD=—-n- ﬁ Avstandet &r alltsa

_ |Ax+By+Cz+D|

VAT + B>+ C?

5.2.5 Trippel skalidr produkt

Produkten (@ x b) -¢ med a = (x1,y1,21), b

(@xb)-c

{tva radbyten}

X3
X1
X2

Y3 33|
Y1

2 2|
b — |
c — | =
a — |

!
| =] —
|

c

a
b

— | | -
— | ={tvaradbyten} = | —
~ | | -

z)—O?) =Ax+By+Cz+D

= (x2,y2,22) och € = (x3,y3,23), blir

S Q

dér vi gjort 1 (ett)radbyte respektive 3 radbyten och fiarmed fatt minustecknen.

EX]

ocksd [¢ a

—a— " betyder vektorn a:s komponenter etc. Denna trippla skaléra produkt skrivs
b etc.



