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Komplexa tal

7.1 Definition och jimforelse med R
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DE KOMPLEXA TALPLANET C

7.1.1 Likheter mellan R? och C

I bada talplanen ges en ortsvsektor/punkt av tva koordinater (x och y). Vektorerna
har samma lidngd |a| = /x2 +y? respektive |z| = \/x%?+y%. Bida dessa bildar
samma vinkel med den positiva x—axeln respektive med den positiva realaxeln
/betecknad med Re.). Vinkeln o i figurerna ridknas positiv fran dessa axlar vid
vridning moturs. I det komplexa talplanet kallas denna vinkel "argument” som

skrivs "arg": argz = o I R? skrivs talet P = (x;y) och motsvarande ortsvektor
a=(x,y).

Exempel 7.1

47
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o [ C skrivs talet z = x+ jy, dir j (eller /) kallas den imaginéra enheten.

e [ figuren th. ovan, dr z =3+ j2 och |z| = V32422 = V13, argz = o =
arctan(2/3).

e Eitt komplext tal z=x-+0- j = x, didr x dr reellt, kallas rent reellt.

o Ett komplext tal z=0+y- j =1y j, ddry dr reellt, kallas rent imagindrt.

e Forz = x+ jy, sd dr 7 = x — jy och kalla komplexkonjugatet till z.
e Det ir klart att 7 = z.

e Talen r = v/13 och o = arctan(2/3) ir de poliira koordinaterna for z = 3 +
2j.

e Ps.s. drw=>5— jmed |w| = /26 och § = arctan(—1/5).

Vi aterkommer till dessa speciella z och w

E
7.1.2 Riknelagar for komplexa tal
Exempel 7.2  Med samma w = 5 — j som i exempel 7.1 sa dr
2:=2(3+2j)=6+4j, z+w=3+2j+5-j=8+]
P.s.s. utfér man en substraktion mellan tva komplexa tal. For multiplikation
zw=15+7j-2j
W
behover vi en definition av j> och den ir
P=-1 (7.1)
Som konsekvens far vi att
o 3 o4 405 . . " o _j__j_
j=j 5 -1Lj = —j, j = l,j° =jos.wv. Vidaredr — = - - — = 1= —J
—J

For division — behover vi en definition
w

Definition 4 Ett komplext tal skrivet pa formen x -+ Jy, déir x och y dr reella, kallas
kartesisk form.

Och pa det en sats.

Teorem 1 Varje komplext tal kan skrivas pda denna form.
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1
Vi borjar med att skriva — pa denna form. Vi behover alltsd gora oss av med
w
j—termen i ndmnaren. Vi forlinger dd med konjugatet w.
1 5+J 5+ 5+

1
w Z

w
W 5-)G+)) -2 26

Ps.s. drnu
3427 54+j 13413 14+7j

w1 26 26 2
Vi ser ocksd att w - = 26 = |w|?. Detta ir typiskt, d.v.s. for varje komplext tal z
ar

z:7=lz*.

7.2 Nagra identiteter samt forenklingar

Exempel 7.3  Forenkla...

Z+J z+j z+J -
|
Exempel 7.4  Visa att for varje komplext tal z = x - jy, sa ir z + Z reellt.
Losning:
= , . z+Z
z+Z=x+jy+(x—jy)=2x=2Rez& x=Rez= SR
P.s.s. dr B
_ . . . -z
z=Z=x+jy—(x—jy)=2jyey=Inz= T
|

7.3 Ekvationer

7.3.1 Forstagradsekvationer m.m.

Exempel 7.5  Los ekvationen jZ-+2z = 2 J.

Re : 2x+y=2

x=1, y=0,dvs.z=1.
Im : x+2y=1

2+ jx+y+2jy=2+j& {

Exempel 7.6  Los ekvationen
2747

= 3
72— (1+4) J
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Losning:
. . . . +3j 1+
<:>2z+]m(3—1)2—(44—2])@(—1+J)::m—4—3]<—>"m—.j-—], -------
—Jj 1+
14+7j
"""" 2

7.3.2 Andragradsekvationer

Exempel 7.7  Los ekvationen
2 +2z=-5.
Losning:
4 2+5=07=—14+/1-5=—1+2j.

Svar: z=1%£2j.
Observera att vi dessutom far faktoruppdelningen av z2 +2z+5 = (z+1—2)(z+
1 +2j), och att rotterna dr komplexkonjugerade.

|
S langt kan vi 16sa en andragradsekvation med p — g formeln.
Exempel 7.8  Givet funktionen f(z) = z* — (2+4/)z — (3 —2)).
(a) Kvadratkomplettera f(z).
(b) Los ekvationen f(z) = 0, d.v.s. bestim funktionens nollstillen.
(¢) Skriv f(z), som en produkt av tvd polynom av grad 1.
Losning:
(a) Kvadratkomplettering:
f@) =2 =21 +2))z+ (14+2))* = (z— (1 +2/))* = 2j.
(b) Ekvationen f(z) = 0 kan nu skrivas
f@) = (= (142))? =2j& (2 (1+2))) =2j.
Vi skall nu skriva HL 2 som en jimn kvadrat (a+ jb)? = 2j som ger
Re: a*>—b*=0
Im: 2ab=2 Sa=b=1lellera=b=—1.
abs: a*+b*=[2j|=2
Detta ger
7z =243j
(= (14+2))? = (14 @ 2= (1+2j) =£(1+j) @ z=1+2j£(1+ /) & eller

z =]
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(¢) Faktorsatsen ger da att

f(2)=(z-2-3))(z~j),

d.v.s. som en produkt av tva polynom av grad 1.

7.4 Polynom med reella koefficienter

Exempel 7.9  Polynomet f(z) = z° + 37> + 4z + 12 ir givet. Det har ett rent imag-
inédrt nollstille.

(a) Los ekvationen f(z) = 0.

(b) Faktoruppdela f(z) i reella polynom av sé lag grad som mojligt.

Losning:

(a) Polynomet har enbart reella koefficienter, 1,3,4 och 12. Ekvationen f(z) =0
har en rot z; = jb, dér b dr reellt. T exempel 7.7 har vi komplexkonjugerade
rotter till ett polynom med reella koefficienter. Detta &r typiskt. Didrmed har
f(z) = 0 roten zp = —jb och ddrmed ir (z — jb)(z — (—jb)) = 2>+ b* en
faktor till f(z). Det finns nu tva metoder att bestimma b. Den ena ir att sétta
in z = jb iekvationen f(z) = 0. Det ger

Re: —-30*+12=0

ib) = —jb° —3b* +4jb+12=0< X
fliby == / Im: —b®4b=0

Dessa ekvationer har rotterna b = -+2. Vi kan vilja b = +2 = 2. En faktor
dr alltsd 22 + 4, s3 att
f@) =243 +4z+ 12 = ( +4)(z+3).
Rotterna ér alltsd z == +2j och z = —3.
(b) Faktoruppdelningen dr
f2)=(z+3)(Z+4)
i reella polynom av sa 1ag grad som mojligt.

Alternativ metod/losning av exemplet, ir att se att just z> + b? ir en reell faktor i
f(z). Vi siitter den andra faktorn till z+ ¢. D4 kan vi skriva

f(2) =2 +32 +4z+12= (2 +b*)(z+c¢) =2 +cz* + b*z+ bPc.

Da maste vi ha att

2 1=1

2. 3=

o ‘) ©c=3ochb=x+2
7' 4=b

N 12=0bc

med samma fortséttning.
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7.5 Polar form

M.h.a. de polédra koordinaterna f6r z =3+ 2j, r och a, kan z = 3 + 2 uttryckas
m.h.a. trigonometri. Vi anvinder nedre figuren pé sidan 47 och ser att

Rez=x=3=rcosctochImz=y=2=rsino.

Alltsa dr
z=r(coso+ jsina).

P.s.s. kan man skriva om w = 5 — j som (Se exempel 7.1)
w = p(cosB -+ jsinP).
Dessa skrivsitt anvinder vi nu for multiplikation och division.
z-w = rp(coso+ jsina)(cosP+ jsinP) =
= rp(cosacosf —sinasinP+ j(sinocos P+ cosasinP)) .

dir vi anvint oss av additionsformler for sinus och cosinus. Detta motiverar in-
forandet av postensformen

e/* = cosa+ jsina. (7.2)

Observera att da ir
oI piB — pilotB)

Exempel 7.10 Vi berdknar vinkeln 6 mellan z och w i figuren.

Losning: Viharatt oo — = 6. Nu ir

z_ e r ep) T e
w  pelB p p
Nu ér
z 14 F4 1 1
—= hdirmed |—| = - V2= —.
” 3 och didrme " 5 V2 7
0= arg - arctan(1/1) T 45
= Arg — == arg¢ic e .
S0 4

T
Alltsa dr vinkeln 0 = 1= 45° .

Kommentarer

e Vi far ocksa en regel for |z-w|. Om vi tar

7

) z \Z|
. Ps.s. kan man visa att ]—‘ = .
wi o [wl

Alltsa dr |z-w| = |z| - [w
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7.5.1 De Moivres och Eulers formler
M.h.a. potenslagar och (7.2) far vi
(coso+ jsina)" = cos(na) + jsin(nat),n € Z, (7.3)
och
cos = e tel samt sin@ = w . (7.4)

7.6 Binom och binomiska ekvationer

Ett binom ir ett polynom med bara tva termer. Vi skall studera binom av formen
'=w,dirn=1,2,....

Exempel 7.11  Los den binomiska ekvationen z> = 2j

Losning: Vi skriver om
2] =2. ej~n/2+j2n~nq

=—1,0,1,... och z = re/®*
Detta idr ekvivalent med att

2 =72 V2 =r
e
n/2+42nn =26

n/4+mn =0

Genom insittning av heltal m, ser vi att det ricker med att sétta in ex.vis n = 0,1,
som ger

2=V2- ™ =14 jellerz= V2. "4 = —1

—J-
E
Exempel 7.12  Los den binomiska ekvationen z° = 8.
Losning:
3
. . , / =38 roo=2
2 =P =8.6/M2F2mn  p heltal < & .
30 =m/242nn 0 =mn/6+2nn/3
Inséttning av tre konsekutiva n—virden, ex.vis n = —1,0,1 ger 3 rotter
a=-2j, 2=V3+j, zm=-V3+].
Im
1 2n
””" ~§\\\\\
/ i _Re
1 I 1
V-l 1 2
\\\ j ,l/
\\\ \\\\\ ‘ ' ---- ,/

DE TRE LOSNINGARNA UTRITADE I DE KOMPLEXA TALPLANET SOM VEKTORER. VINKELN

MELLAN TVA AV DESSA VEKTORER AR ETT TREDEJDELS VARV, D.V.S. 2712/3.
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Kommentarer

o I foregiende exemepel far vi alltsa tre rotter, lika manga som graden pa poly-
nomet (binomet) 7> — 8 =: f(z). Detta ér typiskt.

e Binomet f(z) gar att faktoruppdela m.h.a. rotterna (binomets nollstillen)

f2)=22=8j=(z+2))(z— (V3+ ) (z— (=V3+))) = (z+2))(z— V3= j)(z+ V3~ ).

e Observera att rotterna inte dr komplexkonjugerade.



