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5

Vektorer

5.1 Geometrisk vektor

A
TVA VEKTORER SOM AR LIKA LANGA OCH PARALLELLA AR LIKA.

VEKTORERNA @ OCH b AR PARALLELLA: a || b.

5.1.1 Léngd av vektor

Lingden av en vektor a, skrivs |a| och ir ett reellt tal > 0.

33



34 5. VEKTORER

5.1.2 Vinkel mellan tva vektorer

Exempel 5.1

Vi kan rikna ut vinkeln 6 mellan vektorer @ och b m.h.a. vanlig trigonometri,
om vi kdnner vektorernas ldngder. Vinkeln mellan vektorerna a och b kan vi fa
genom att inféra ¢ och se dessa som sidor i en triangel med lingder |a| = a = /5,
Ib| = b = /10 och ¢ = |¢| = /5. Cosinussatsen ger di att

2,12 2
b —c 54+10-5 1 )
(:2=a2+b2—2abcos(-)(i>cos€):a + - 0> = — & 0=45°,
2ab 2510 V2

5.1.3 Addition av vektorer

Vektoradditionen ir kommutativ.

14

Speciellt dr —b samma vektor som b men motsatt riktad; De 4r antiparallella med
varandra. a — b := a+ (—b). Speciellt ira —a = a+ (—a) = 0, nollvektorn.

Exempel 5.2  (Medianer i en triangel)
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Vi visar nu att de tre medianerna skir varandra i en punkt 7.

-
AT {lings a} =

5.1.4 Skalér produkt

Uttrycket
la|-|b|-cos®=:a-b (5.1

kallas skaldir produkt . Det dr ett matt pa tva vektorers samverkan. Det &r ett reellt
tal (en skaldr), inte en ny vektor.
Projektion

Med skalér produkt kan vi uttrycka projektionen av vektorn b pa vektorn a, som

Exempel 5.3  Ar det mojligt att |a| = 2,
mellan vektorerna i sa fall?

b| =5 ocha-b = —3, och vad blir vinkeln

Losning: |a-b| < |a||b|, s& dess viirden dr mojliga, eftersom |cos®] < 1. Vi far
vidare att
a-b 3

cos0 = alb) =~10° 0 = arccos(—3/10) ~ 107.5°.

Nagra specialfall

a-a=la®, a-b=0salb

Att vi har ekvivalens ovan behdver en liten forklaring. Om ex.vis b = 0, nollvek-
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Nollvektorn ér vinkelrit mot varje vektor. Eller mer generellt, nollvektorn O bildar
alla vinklar med alla vektorer, per definition.

Exempel 5.4  Forenkla
2a-(b—a)—b(2a+b) +2|al?
och forenkla
(@+b)-at+a-b+ b —|a+b|?
Losning:
2a-(b—a)—b(2a+b)+2al*=2a-b—2lal* —2a-b—|b|* +2|a]* = —|b|*.

och
(a+b)-a+a-b+b*—|a+b)*=|a*+2a b+ b’ —|a+b*.

Nu 4r sista termen
la+b|> = (a+b)- (a+b)={distr. lagen} =a-a+2a-b+b-b=

la|>+2a-b+ |b*.

Alltsd ir (@ +b)-a+a-b+|b|> —|a+b> =0

Nuir |a-b| = ||a|- |b|cos8| <|a]|-|b|- 1, eftersom |cos 0| < 1. Den sista identiteten
ger foljande olikhet

la+b|* = (a-+b)-(a+b)=la]*+2a-b+|b|> < |a|*+2la|- b+ b|> = (la| +[b])*.
Genom att dra roten ur respektive led fas triangelolikheten

la+b|<la|+b|. (5.2)

5.1.5 Vektorprodukt

For koordinatsystem och vektorer i R® behdvs en orientering av tre axlar eller
tre vektorer. Med hoger tumme, pekfinger och langfinger (i den ordningen) féar
man ett hogersystem. Forutom skaldrpordukt, som ir ett reellt tal, finns vektoriell
produkt eller vektorprodukt. For tva vektorer @ och b i (enbart) R? definieras deras
vektorprodukt a x b, som den vektor

(1) a, b och a x b bildar ett htgersystem,
(ii)) a Laxbochb L axboch

(iii) ldngden |a x b| = |a|- |b|sin®, dir 6 dr mellanliggande vinkel.

axb

SIS A
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Nagra elementiira egenskaper

2. a xa =0, nollvektorn (ty 8 = 0° och sin(0° = 0).
3. |a x b| < |a| - |b| med likhet omm 6 = 90°.

Man kan visa att vektorprodukten inte &dr associativ (litt) men dr distributiv (svart).
Associativeten giller inte trots att bada vektorerna

(axb)xcochax (bxc)

existerar.

ax(b+c)=axb+axc. (5.3)

(5.3) ir vinsterdistriburiva lagen. Aven hogerdistributiva lagen giller.

Exempel 5.5  Late,, e, och e, vara enhetsvektorer lings koordinataxlarna i R3 i ett
hogersystem.
Forenkla

(@) |ex+el,
(b) ey x ey,
() ey-(eyxey),

(d) (exxey) xe,oche, x (e, xey).

Losning: Alla tre har lingd 1 och &r parvis vinkelrdta mot varandra.
(a) le;+e,| =2
(b) e, xe, = —e..

(©)

e, (eyxe)=e,-e,= e =1.
(d)
(ex xey) xe,=e, x e, =e,

och
e, x (e, xe) =e.x(—e;) =e,.

Detta bevisar dock inte att vektorprodukten inte dr associativ.

5.2 Vektor i koordinatsystem

En vektor i ett koordinatsystem har en representation som en ortsvektor. Detta
betyder att startpunkten #r origo 0 = (0;0) eller == (0;0;0) beroende vilket rum
det handlar om. Vektorn representeras dé av sin slutpunkt P = (x;y). Vektorn

oP = (x,y).

Observera skillnaden mellan koordinater for punkt och komposanter f6r vektor!

Exempel 5.6  Berikna vektorn a —2b, dira = (—1,2) och b = (1,3) i exempel 5.1.
Berikna ocksa dess lingd.
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Losning:
a—2b = (—3,—4) = Ha—2b1 =..=25.

Vi kan skriva dessa vektorer a = (—1,2) och b = (1,3). Vi kan dessutom riikna ut
skaldrprodukten. Vi observerar forst att

(x,0)-(0,y) = 0 eftersom (x,0) L (0,y).

Dock gor vi det forst med bokstiver, ex.vismed @ = (x,y;) och b = (x,y2). Dis-
tributiva lagen ger

a-b = (x1,y1)-(x2,2) = ((x1,0) + (0,1)) - ((x2,0) + (0,32)) =

= (x1,0) - (%2,0) + (0,y1) - (0,y2)

(x2,0) = |x1|- |x2|-cos 8, och (0,y1)(0,y2) =
Xy samma tecken och da dr 6 = 0°. Da ir

(x1,0) - (x2,0) =

Eller sa har x; och x; olika tecken och da #dr © = 180°.

vi|-|y2|-cos®. Antingen har x; och

xp] - |xa] - cos0” = xpxp - 1.
(x1,0) - (32,0) = |x1] - |x2] - 08 180° = —|x1 02| = x1.x2.
Ps.s. med (0,y1)-(0,y2) = |y1]- [y2| - cos 0. Alltsa ér
a-b=xx+yy. (5.4)

och p.s.s. for hogre dimensioner.

Exempel 5.7 Vi skriver vektorerna i exempel 5.1 pa komponentform: Bestim
vinkeln mellan vektorerna a = (—1,2) och b = (1,3).

Losning: a-b=(-1,2)-(1,3)=—-146=35.

ab 5 __ 1 g_u4s
allpl  V5V10 V2 o

cos 0 =

Skalér produkt pa komponentform ser likadan ut i alla dimensioner. Nedan ett
exempel i R3.

Exempel 5.8  Bestim vinkeln mellan vektorerna u = (1,2,1) och b = (3,5,8).

Losning:
cosO = (1_’2’1) ( 58)_ L :E@e:w.
V6-v/9+25+64 6-4/98 2
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5.2.1 Enhetsvektor

Definition 3 En vektor e med liingd 1 kallas enhetsvektor.

Vi anvinder detta f6r vektorprodukt nedan.

Exempel 5.9  Vektorna = (—1,2) dr pd komponentform och har lingden \/(—1)? +22 =
/5. Bestim den enhetsvektor e, som ir parallell med a.

. . . 1 (v O o
Losning: Det verkar naturligt att multiplicera @ med 75 for att fa en en sadan

enhetsektor, allltsa

Denna vektor idr parallell med a. Aterstar att visa att den har ldngden 1.

R I (SARCAR =S

1 1 e
el = Zl12)]= /122 =1,

Exempel 5.10  Speciellt dr (1,0) := e, och (0,1) =: e, enhetsvektorer parallella
med x— respektive y—axeln. Vektorn a = (—, 12) kan skrivas som...

a=(—1,2)=(=1,00+(2,0) = —1(1,0)+2(0,2) = —1-e,+2-e,.
P.s.s. kanu = (1,2,1) skrivas som

u=(1,2,1) = (1,0,0)+(0,2,0)+(0,0,1) = e, +2-e, +e. dir

e, =(1,0,0)
e, =(0,1,0) (5.5)
€; :(07071)

dr eenhetvektorer lings koordinataxlarna i R3. Sadana vektorer anvinds som bas
for ett koordinatsystem, s.k. basvektorer.

5.2.2 Vektorprodukt i komponentform

Vi borjar med enhetsvektorerna i (5.5). Bl.a. ér
e, xe,=(1,0,0)x(0,1,0) = (0,0,1) =e..
Vidare ér
(0,1,0) x (0,0,1) = (1,0,0) och (0,0,1) x (1,0,0) = (0,1,0).

Dirmed iir ex.vis (0,1,0) x (1,0,0) = —(0,0,1). (1,0,0) x (1,0,0) =0 = (0,0,0).
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Aven hir utnyttjar vi distributiva lagen, fast nu for vektorprodukt. For tva vektorer
a och b pa kompontentform

a = (x1,y1,21) och b = (x2,y2,22)
skall vi berdkna vektorpdrodukten
axb=(x;,y1,71) X (x2,2,22) -
Vi skriver om

a=x(1,0,0)-y(0,1,0)+2(0,0,1) och b = x(1,0,0) +y2(0,1,0) +22(0,0, 1).

axb = (x;,y1,21) X (x2,y2,22) =
= (x1,0,0) x (0,y2,0) + (x1,0,0) x (0,0,22) + (0,1,0) X (x2,0,0)+
+ (0,31,0) x(0,0,22) +(0,0,21) x (x2,0,0) + (21,0,0) x (0,y2,0) =
= (xy2—x21)(0,0,1) + (z1x2 — x122)(0, 1,0) + (y122 — y221)(1,0,0) =
= (Y122 — Y221, 21%2 — X122, X1Y2 — X2)1) -

Denna produktregel for vektorer pa komponentform ér svar att komma ihdg. Man
dock litt beriikna den med en determinant:

ey € €
axb=|x y z (5.6)
X2 Y2 22

Exempel 5.11  Beriikna vektorprodukten mellana = (1,2,1) och b = (3,5,8).

Losning: Eftersom a och b ér nimnda i den ordningen dr det @ x b som skall
beriiknas och inte b x a. Som determinant blir den, enligt (5.6)

e, e e;
axb=| 1 2 1 |=(11,-5-1).
3 5 8

Vi verifierar atta | a x b:
(1,2,1)-(11,-5,~1) =11-10—1=0.
Vi kan forsoka berikna vinkeln mellan vektorerna a och b:

dnp_ laxbl _ VIPHCSPHEDY) V3]

lal -[b] V6-7V2 V6-1v2 2

Vi kan dock inte dra slutsatsen att 8 = 30° eftersom det finns en supplementvinkel
med samma sinusvérde, ndmligen 6 = 150° .
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5.2.3 Nagra tillimpningar

Givet tre punkter P, Q och R i R3. De tre punkterna #r horn i en triangel. Vi skall
berikna arean av triangeln m.h.a. Areasatsen, som sdger att arean

B absin©
2

dédr a och b ér tva sidoldngder i triangeln och 6 melllanliggande vinkel. Man kan
et —
bilda tva vektorer, a = PQ och b = PR. Arean av triangeln dr da

B la x b

T
2

5.7

Observera att faktorn sin® ir "inbyggd" i vektorprodukten.

Exempel 5.12  Punkterna P(1;1;2), Q = (2;3;3) och R = (4;6;10) &r horn i en
triangel. Berdkna triangelns area.

Losning: Vi berdknar vektorerna

R e
a=PQ=00Q—-0P=(1,2,1)ocha=PR=OR—OP=(3,5,8)
samma vektorer som i ett tidigare exempel. Triangelns area dr

T_{axb{_{(ll,—S,—l)i_\/147_7\/5
2 2 o2 2

5.24 LinjeiR"

En linje i R? kan skrivas som ax+ by + ¢ = 0, dir inte bade a och b #r noll. Linjens
ekvation skall vi skriva pa parameterform.

2
Exempel 5.13  Givet linjen pa formen 2x — 3y = 6. Vi lgser ut ex.vis y = Tx -2.

Vi kan siitta x = 3¢ och far

=3t
* , teR.
y=2t-2

Vi kan skriva linjen ekvation som vektorer:

(x,y) =(0,—-2)+1(3,2), reR

Allmint kan linjens ekvation pa vektorform skrivas
r=ro+t-b. (5.8)

dir r = (x,y), ro = (x0,y0) och b = (vy,v2), som ir riktningsvektor for linjen.
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/ OP=ry
X

Y

P.s.s. kan en linje i R? skrivas pa vektorform och parameterform.

Exempel 5.14  Ge en ekvation for linjen som gér genom punkterna P = (1;1;2)
och 0 = (2;3;3).

Losning: Vi bildar en riktningsvektor @ = PQ = (2,3,3) — (1,1,2) = (1,2,1)
samt vektorn 7 (1,2,1) 4 (1,1,2) = (x,y,2), t € R. Detta ir linjen pa vektorform.
Alternativt kan vi svara pa parameterform

x= r+1
y= 2t+1 teR.
z= t+2

Exempel 5.15  Givet linjen i foregiende exempel och linjen
(x,3,2) =1(1,1,1) +(0,2,1).

Skir linjerna varandra och i sa fall i vilken punkt?

Losning: Vi sitter
(x,3,2) =s(1,1,1)+(0,2,1) =1(1,2,1) +(1,1,2)

och 1oser det sa uppkomna ES. Losningen #r (s,¢) = (3,2) och alltsa skir linjerna
varandra i punkten
2(1;2; 1)+ (1;152) = (3;5:4) .

Exempel 5.16  Givet tre punkter P = (1;1;2), @ = (2;3;3) och R = (4;6;10). Dessa

............

ligger inte pa en linje. For att visa detta, ser vi att vektorerna @ = PQ = (1,2, 1)

och b = PR = (3,5,8) inte dr (anti-)parallella. (Om de vore (anti-)parallella vore
ju deras vektorprodukt 0, nollvektorn.) D& definierar de tre punkterna ett plan
i R?, nimligen planet IT som punkterna ligger i. En normalvektor till planet dr
axb=(11,-5—1) =:n. Ex.vis dr P en punkt i planet.

Att en punkt (x;y;z) = X ligger i planet ér ekvivalent med att vektorn PX ir

_)
vinkelrit mot n. Rita! Detta betyder att skalidrprodukten n- PX = 0. Utskrivet blir
detta
(l 17_57_1) : ((xv.yvz) - (1, 1,2)) - IIX_S.V_Z_4:O',

som dr planets ekvation.
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Exempel 5.17  Givet de tre punkterna ovan och en fjirde punkt S = (3;4;5). Dessa
fyra punkter dr horn i en tetraeder. Bestim tetraederns volym.

Losning: Bottenytan for tetraedern kan vara den som spanns upp av P, Q och R.

Hojden dr da 1PS1 -cos @, dér ¢ dr vinkeln mellan n och PS ==:¢. Volymen av en
tetraeder r bottenytans area ganger hojden dividerat med 3. Volymen blir, s nér
som tecken,

b).
y-axbe (5.9)
6
I detta fall ir ¢ = (2,3,3). Och
(@xb)-¢=(11,-5-1)-(2,3,3) =4.
4 2
Volymen iir alltsi V = — = =,
olymen ar alitsa 6 3
|

Exempel 5.18  Beriikna avstdndet mellan planet i exempel 5.16 och punkten § =
(3;4:5).

Losning: Vi har att (11,—5,—1) =: n dr normalvektor till planet IT och bildar
vinkeln @ med PS =: ¢. Alltsa dr avstandet, sandr som pa tecken,

%
= -Cos@ = |¢|-cosQ.
Nu ér
n-c=n|- || cosQ,.
Alltsa dr avstandet d, sandr som pa tecken
(11,-5,—1)-(2,3,3) 4

n-c
d = — och med siffor d = L 25 = .
n| 7V3 7-V3

Avstandet mellan plan och punkt kan ocksa skrivas pa f6ljande sitt. Vi borjar dock
med att skriva om tiljaren. Vi siitter n = (A, B,C), s att

=n: ((X,)’,Z)—OAP?) :Ax+By+Cz+D

dirD = —n- (ﬁ Avstandet ir alltsd

_ |Ax+By+Cz+D|
VAT+BI+CT
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5.2.5 Trippel skalir produkt

Produkten (a x b) -¢ med a = (x,y1,21), b = (x2,y2,22) och ¢ = (x3,y3,23), blir

X3 ¥Y3 23 - c — - a

(@axb)-c = | x1 y1 z1 |=|— a — |={tvaradbyten}=| — b

X2 Y2 22 - b - — ¢

- b - - ¢ - - b - -

{tviradbyten} = | — ¢ — |=—| - b — |=—| - a — |=—]| —
- a - - a - - ¢ - -

dédr vi gjort 1 (ett)radbyte respektive 3 radbyten och firmed fatt minustecknen.
” —a—" betyder vektorn a:s komponenter etc. Denna trippla skaldra produkt skrivs
ocksd [c a b]etc.

5.2.6 Ytterligare tillimpningar

x=t+6
Exempel 5.19  GivetplanetIT: 1lx—5y—z—4 =0ochlinjen L: ¢ y=4t+1

z=1—t
. Berikna skdrningspunkten mellan planet och linjen.

Losning: Vi sitter in x, y och z giveti L i planet IT:s ekvation.
0=11(t+6)—5(4t+1)—(1—1)—4=56—-8t = r="17.

Detta virde pa ¢ sitts nu in linjen L:s ekvation som ger

x =13
y =29
7z =-—6



