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Matrisalgebra

Nu lever matriser sitt eget liv, fritt fran ekvationssystem. Men dven ekvationssytem
kan framstillas med matrisalgebra. En matris &r ett rektangulirt schema av element
(tal).

al a2 ... dia
az an azn
am,1 Adm2 --- Amn
Definition 1 7va matriser
ara aip aln bl,l b172 bl,q
a1 azn e 2p bgy_] bzﬁz bzﬁq
A= ) ochB =
Aml Qm2 - Qmp bp1 apy ... by,

dar lika om de dr av samma typ d.v.s. m = p och n = q samt om varje element
ajxk=>bjiforj=12,...mochk=1,2,...,n, d.v.s. elmentvis likhet.

Exempel 3.1

iarliknommx=6.

|
Man kan teckna en totalmatris med hogerled, som
aig ayx ... aiy | b
a| ap ... ayp | by
ABl:=| . 3.2)
am1 Adm2 -~ Amp by

alltsd motsvarande ett ES med n ekvationer och m obekanta/variabler xi, xo, ..., X,.

3.1 Addition av matriser

Exempel 3.2  Givet tva mérken pa cykelramar. De har vardera tre olika modeller pa
ramarna. F6ljande matris anger pris utan moms pa respektive ram i tusental kronor.
Rad 1 dr mérke 1 och rad 2 mirke 2.

_ Mirke 1 9.0 12.0 20.0
- mirke2 | 10.0 14.0 20.0

15
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Till dessa ramar har man valt 6 olika typer av hjul, till respektive modell pa ramen
med priserna (tusentals kronor utan moms)

1.5 35 5.0
B= [ 1.5 40 5.5 ]

Priset for en ram med tva hjul for de 6 modellerna kan beréknas med matrisopera-

tioner.
12.0 19.0 30.0

A+2B= [ 13.0 220 31.0

} (kkr)

Vi ser att addition (och subtraktion) av tva matriser kriaver att de dr av samma typ.
Dessutom ser vi att multiplikation med ett reellt tal (en skaldr), i detta fall talet 2
innebir att samtliga element multipliceras med 2, alltsd elementvis multiplkation
med "skaldren" 2 ..

Exempel 3.3  Med moms (25%) blir priset for ram+tva hjul

:[15.00 23.75 37.50 Kkr

120 19.0 30.0
1.25(A+2B)=1.25- ] 1625 27.50 38.75

13.0 22.0 31.0

alltsa elementvis multiplkation med "skaldren" 1.25. Observera att multiplikatio-
nen dr distributiv
1.25-(A+2B)=1.25-A+2.5-B.

Allmént kan alltsa en matris A av typ m X n skrivas

all ain Ain

any ann arp
A pu—

aml  Aam2 ceo Amn

alltsa med element aj pa plats (j,k). For en matris B, sddan att A + B skall vara
mojligt krévs att

by1 bz ... by
by by ... by
B = . . .
bml me bmn

d.v.s. av samma typ m X n. Summan

ann+bun anp+bi ... ayp+biy
a1 +by  an+byn ... ay+by
A+B= . .
am + bml am + bm2 eer Qg+ bmn

d.v.s. elementet pa plats (j, k) i A+B ér aj +bj, for j =1,2,...,m och k =
1,2,...,n.
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3.2 Multiplikation mellan matriser

Forst skall vi iakktaga ett samband mellan rader och kkolonner i en matris.

) 9. 12. 20. )
Exempel 3.4  Matrisen A = [ 0. 14 20 } har 2 rader och 3 kolonner. Vi ser
vidare att
2 = antal rader = antal element i en kolonn
3 = antal kolonner = antal element i en rad

och detta &r typiskt for alla matriser.

Vi borjar med det enkla fallet, da A endast har en rad och B endast har en kolonn.
Detta ger den allménna principen att rad i vinster matris "multpliceras" med kolonn
ihdger matris.

a
Exempel 3.5 Ex.visdrmedA =[123]och | b

AB=[l-a+2-b+3-

en matris av typ 1 x 1, véstentligen ett element eller ett tal(om 4n med paranteser
”[” och ”]”). Vi ser att prodketens typ ér typA = 1 x 3 och typB = 3 x 1 och for
produkten A - B dr alltsa typen 1x 3- 3-1=1x1.

For produkten A - B mellan tva matriser ir det nodvindigt och tillrickligt att
antal kolonner i A ér lika med antal rader i B.

]
b11

For en (rad-)matrisA = [ a;1 aip aj3 | och en (kolonn-)matris B= | by | &r
b31

antal kolonner i A lika med antal rader i B. Da och endast da dr multiplikationen
A - B mojlig. Produkten dr en matris av ordning 1x 3- 2 x 1 =1 x 1, i princip ett
reellt tal, ndrmare bestimt

by
A-B=[a; apn aiz]-| by | =[anbi+aby +aizbs]. (3.3)
b3

Principen for multiplikation mellan matriser &r att ta

’ rad i vénster martris ganger kolonn i hger matris ‘

som beskrivs i (3.3). Dérfor maste antal kolonner i vinster matris=
antal rader i hoger matris!.

Exempel 3.6 For tva matriser av rétt typer kan alltsd multiplikation utforas. I
2 -1

exempel 1.1 har vi koefficientmatrisen A := [ 1 -1

] . Vi skriver nu variablerna

Vi kommer att anviinda denna typ av multiplikation vid skalir produkt av vektorer.
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och hogerledet som matriser, X := [ i ] och B := [ é } .Med multiplikationen
A - X menas att rad j i A multipliceras "skalért", med kolonn £ i X som i (3.3).
typA =2 x 2 ochtypX =2 x 1. Antal kolonner i A &r 2 alltsa lika med antal rader

i X. Produkten A - X blir d& en matris av typ 2x 2- 2 x 1 =2 x 1. Elementen i
produkten A - X dr
AX= [ 2y }

X=Y

alltsa vinster led i ekvationen i exempel 1.1.
Detta ekvationssytem kan alltsa skrivas

A-X=B.

Det ligger nu néra till hands att fa fram X i exemplet ovan genom att dividera bort A
i vinster led. Vi skall se pa detta i ndsta avsnitt, men forst definiera multiplikation
mellan tva matriser. Vi borjar med en rad ganger en kolonn. For en rad

A:[au ayny ... aln]
och en kolonn
b1y
by
bnl
av typ 1 x n respektive n x 1.
ar
A-B=ay by +apby+...+ainby .
aiypy  ap - Alp bll b12 bln
. . any an) - 2p bz] b22 . Ay
For matriserA = . . . | avtypmx pochB= .
Aml  Gm2 ... Omp by by ... bym

av typ ¢ x n ar multiplikation definierad omm p = ¢, d.v.s.
omm antalet kolonner i viinster matris A, =antal rader i hoger matris B.
Produkten A - B =: C #r da en matris av typ m X n med elementet
cik=ajbi+apbj+...+ajpbpr
paplats (j,k) for j=1.2,....mochk=1,2,...,n.
Exempel 3.7 Vi skall gora en liknande berdkning av priset som i exempel 3.2 men

bara for mirke 1. Vi bildar matrisen med rampriset i forsta kolonn och hjulpriset i
andra kolonn.

9. 15
C:=| 12. 35
20. 5.

Priset for ram+tva hjul fas genom att multiplicera C1 med [ ; ] =: F fran hoger

(enda mojligheten). Detta ger

9. 1.5 12
C-F=|12. 35 |- [ 5 } = {Bliren matris av typ3x 2- Zx 1} = | 19
20. 5. 30
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|
Multiplikation mellan reella (komplexa) tal a, b och ¢ uppfyller
a-(b-c) = (a-b)-c¢ (Associativa lagen)
a-b = b-a (Kommutativa lagen) (3.4)
a-b+a-¢c = a-(b+c) (Distributiva lagen).

Matrismultiplikation uppfyller den forsta och sista lagen, om matriserna 4r av
Associativa lagen for multiplikation giller:

Exempel 3.8  Matriserna

b1

a, diz ai
A= ’ ’ 3 ,B= b271 ochC = [ C1,1 C12 ]
a1 dyp A23 b
3,1

drav typ 2x 3, 3x 1 och 1 x 2. Alltsa dr produkterna (A-B)-C och A-(B-C)
definierade och ger en matris av typ

2X B px A I x2=2x2.
Béada produkterna blir lika:

ayabrcitaipbaici +aisbsiciy arbiicip+aigbyicip+aizbsicyp
ax by +axpbaicii+axzbzicin axibiicip+axpbyicip+axzbsicyp

ritta typer, men inte kommutativitet.

. . 2 -3 a b c 2 0
Exempel 3.9 lee‘[matrlsernaA—[1 _1],8—[d . f]ochc—[_l 1

Eftersom B och C ir av typ 2 x 3, kan de adderas men inte multipliceras. Dire-
mot kan man multiplicera med A fran vinster pa bade B och C. Vi verifierar att
A-(B+C)ochA-B+A-C ger samma matris (av typ 2 X 3).

—_

[ 2a-3d+7 2b-3e+3 2c-3f—1
A'(BJFC)_[ a—d+3 b—e+1 c—f]'
Ps.s. dr
[2a-3d 2-3¢ 2-3f] [7 3 -1
A'BJFA'C—{ a—d b—e c—f ]+[3 1 o}

och vi ser att likhet giller.

Exempel 3.10  Givet matrisen A = [ ? :? ] . Vilka matriser B uppfyller A-B =

B-A, d.v.s. kommuterar med A?
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Losning: Forst undersoker vi vilken typ B har. P.g.a. A - B existerar, maste B ha
2 rader och p.g.a. B-A existerar, maste B ha 2 kolonner, d.v.s. typB =2 x 2, alltsa

samma typ som A. Vi ansitter B = [ “ 2 ] Sambandet A-B =B -A ger da 4
ekvationer.
2a—3c=2a+b
_ | 2a—3c¢ 2b-3d | _ | 2a+b —3a-b 2b—3d = —-3a—b
AB=\ " . b4 }_B'A:{%—ird —3c—d}© a—c=2c+d
b—d=-3c—d

. a b
Detta reduceras till att c = —(b/3),d =a+b.d.v.s. B= [ b3 a+b ] .

Kommentarer
e I exemplet utgick vi fran en kvadratisk matris A.

e For att tva matriser A och B skall kommutera, maste de vara kvadratiska av
samma ordning (Ovning: Visa det!).

3.3 Enhetsmatris

For multiplikation med vanliga, d.v.s. reella (eller komplexa) tal finns talet 1, ett
"neutralt element”. Vi vet ju att 1-x = x-1 = x for varje reellt (komplext) tal x.
Motsvarande tal bland matriser dr enhetsmatrisen av en given ordning, alltsa en
kvadratisk matris. Av ordning 2 dr den

. 1 0
E.—[O 1] (3.5)

Exempel 3.11 Matrisen C = [ (1) ; _12 } ar av typ 2 x 3. Alltsa dr multiplika-
tionen E - C mojlig och ger en 2 x 3—matris. Man ser att
1 0 11 =2 1 1 =2
E'C_{01}[03 1]_“'_[03 1}—0

For att multiplicera med en enhetsmatris fran hoger pa C krivs det att den ir av
ordning 3. Denna matris dr

1 00
E=]1010 (3.6)
0 01
Exempel 3.12 Vi prévar och finner att

C-E=cC,

ddr C &dr samma matris som i foregaende exempel och E &r matrisen i (3.6).
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3.4 Invers matris

For varje reellt (komplext) tal x # O finns ett inverterat tal/virde, ex.vis till talet 2/3
ir det inverterade talet

=(2/3)"'=3)2.

I =

For vissa kvadratiska matriser finns en invers matris.

Exempel 3.13  Givet matrisen A i kapitel 1 sidan 6, exempel 1.2 sidan kan skrivas

A-X:Bd'zirA:[z 1}, X:{x]ochgz[l],
-1 y 2

Inversmatrisen till A skrivs A~!, om den existerar, vilket den faktiskt gor i detta

exempel. Den dr
1 -1
-1 _
=[5

Man observerar att baide A-A~! = E och A~'-A = E, vilket man litt kan kon-
trollera. Vi anvinder inversmatrisen for att 10sa detta ES.
VL HL

—~N
AX=B—A'" AX)=A"A) X=E-X=X=A'B.

Vi far alltsd 16sningen X =A~' - B. Med siffror

c<[;]eaet 22

d.v.s. samma losning som i exempel 1.2.

Kommentarer

e Eftersom inversmatrisen till koefficientmatrisen existerar, sa far vi har en
l6sning detta exempel (som i 1.2).

e [ exempel 1.3 och 1.4 har vi O respektive o med 1osningar. Dessa ES har
samma koefficientmatris. Tydligen &r det dess utseende som avgodr om det
finns 1 (en) 16sning eller inte. Detta hdnger ihop med om inversmatrisen
existerar eller inte.

e Givet den kvadratiska matrisen av ordning 2
a b
A= [ c d } '

Ett "konditionstal" for en sadan matris dr dess determinant. Det dr

a b | __
detA—det[c d}:

a b
d

':ad—bc.

Omm detta tal # O existerar inversmatrisen till A och den dr

Al ! { d _bl (3.7)

:ad—bc —c a
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2 -1
Sk
dardetA=2-(—1)—(—1)-1=—1%#0. Alltsé existerar inversmatrisen, som
ar (Jamfor med exemplet ovan.)

1 [ -1 1 1 -1
,177 _
4 _—1[—12] [1—2}

e | exempel 1.5 dr koefficientmatrisen inte kvadratisk och kan dérfor inte ha
en inversmatris.

e FOr matrisen

Exempel 3.14  Beriikna determinanten av matrisen i exempel 1.3.

Losning:
2 -1
detA—‘ 4 9 ‘—2 2—(-1)-(-4)=0
|
2 -1 1
Exempel 3.15  Kofficientmatriseniexempel .7A=| 1 —1 —1 | &drkvadratisk
3 -1 1

och ES har en 16sning. Man kan misstdnka att dess determinant # 0 och dess
invers(-matris) existerar. I sjdlva verket dr dess determinant 2 # 0 och (séledes)
existerar inversen. Den &r

(-2 0 2
Al =3 4 -1 3
2 -1 -1

Vi multiplicerar ihop denna matris med A:

1 0
Al A=]0 1
0 0

- o O
I
o]

Pss. irA-A"' =E.

Exempel 3.16 Vi loser ES i exempel 1.7 men denna gang m.h.a. inversmatrisen i
foregdende exempel. Vi far att detta ES kan skrivas med matrismultiplikation, som

x —1 X —1 1
Alyl=| 2le|ly|=a"| 2|=.= 1
z 0 z 0 -2

Hur determinant och invers matris berdknas for matriser av ordning 3 och hogre
undersoker vi lingre fram.
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Teorem 1 Givet en kvadratisk matris A och tva matriser B och C, sadana att B -
A=A-C=E. DairB=C.

Satsen sdger att om det finns en vdnsterinvers och en hogerinvers, B respektive C,
sa dr dessa lika.

Bevis:

B=B-E=B-(AC)=(B-A)-C=E-C=C.

Exempel 3.17  ES i exempel 1.5 har koefficientmatrisen

2 —1
A=|1 -1
3 1
Man kan l4tt visa att
1 -1 0
—-1._
A, '_[—3 3 1]
ar vansterinvers till A, d.v.s.
L0 5 -5 —1
Al A= —EmenA-A;'=|4 —4 —1 | £E,
' 01 ' 0O O 1

d.v.s. A;! dr inte hogerinvers. Vi vet att ES i exempel 1.5 saknar 16sning. Vad
hinder om vi 16ser detta ES med A, !?

1
[i]-[]renls] - B 2]
y 0 y y y 0

:[_; ! H. 3 :**>=[‘§].

Uppenbarligen 4r denna 16sning falsk eftersom detta ES saknar 16sning. Var ligger
"felet"? jo, vi har bara en implikation "==-" vid *). For att fa implikationen ” <—="
maset vi multiplicera med A fran vinster i likheten **). Detta ger

-1 0], 0, [-1]_, -1
S e T |

men A-A ! #E, enligt ovan, d.v.s. A;! ir inte hogerinvers. Vi kan slutligen
verifiera att 16sningen &r falsk genom att sétta in 16sningen i den urprungliga ekva-

tionen:
A- [ _; } =| -4
0
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Kommentarer

e Vissa matriser A av typ m x n, med m > n har vinsterinvers A; ' men denna
matris kan inte vara hogerinvers till A.

e Anvindningen av en sadan vinsterinvers begrinsar sig alltsa till att man
antingen vet att det finns en 16sning eller till att ta fram en 16sning och sedan
kontrollera om den &r sann eller falsk i den ursprungliga matrisekvationen.

2x—y =11
Exempel 3.18  Los ekvationssystemet ¢ x—y =7 med samma metod som i
3x+y =9

foregdende exempel.

wals] -3 ]3]

Vi sitter in denna losning i den ursprungliga matrisekvationen.

Losning:

2 —1 11
"SR Bk
3 1 9
o . 4
och alltsa adr 16sningen [ ] = [ 3 ]
]
Invers matris med Jacobis metod
2 —1 1
Exempel 3.19 MatrisenA= | 1 —1 —1 | dr koefficientmatris i exempel 1.7.
3 -1 1
-1
Hogerled ar B := 2 | . Viskall 16sa detta ES m.h.a. invers matris. Alltsa skall
0

X1 X12 X13
vibestimmaA~!. ViserA™! =X (= | xo1 x2» x3 |)som en okind matris av
X31 X32 X33
typ 3 x 3 (ordning 3). X skall uppfyllaAX = E. Detta skriver vi som en totalmatris,
som vi sedan 6verfor pa radreducerad form.

2 -1 1|1 00 1 ool-1 o0 1
1 -1 -1|0 1 0|~.~n|O 102 —F 3
3 -1 1|0 0 1 001 1 —3 —2

Denna sista totalmatris betyder

= {alltsd} =X =A"".

[[SIE ST [SV RSN
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Alltsa kan vi 10sa matrisekvationen

X
A- |y | =B
z
X 1
y |=A""B=..=| 1
Z -2

Matrisekvation

Exempel 3.20 Vi skall nu 16sa matrisekvationen (d.v.s. bestimma matrisen X)

A-X=2X+B

a2~ |1 =12
darA—[1 —I}OChB_[O 3 1].

Lésning: Vi skriver om ekvationen som
B=AX-2X=AX-2E-X=(A-2E)X<X=(A—2E)"B,
om inversmatrisen (A —2E)~! existerar. Nu #r

0 -1
1 -3

1

A—2E:[ }:>det[(1) :3]:17&0_

Alltsa existerar inversen, som ir

(A—2E)' = [ j (1) }

Matrisekvationen hr alltsa 16sningen

X=(A-2E)".B= [ 3 6 -5 }

-1 1 =2

Transponatmatris

Vi transponerar forst en matris av typ 2 x 3. Givet matrisen

a a a
A— L diy a3 |
a1 azp az3

Dess transponat 4r matrisen
a1 az)

T
A = | aip ax
a3 a3
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Definition 2 Giver matrisen A = (a;x) av typ m x n. Transponatmatrisen dr da
AT = (ay ;) av typ n x m.

Exempel 3.21  Givet ES i exempel 1.2. Det kan skrivas som en matrisekvation

A-X=B

dir A = [ ? :i } X = [§ ] och B = [ ; ] Vi skall "vinda" pa samtliga

matriser och dnda fa samma ES. samtliga matriser:

AT:[_? _” X'=[x yJ]ochB"=[1 2].

Vi ser att matrisekvationen kan skrivas
T AT T
X ‘A" =B,

om vi multiplicerar ihop matriserna i VL och sitter produkten lika med HL. Utraik-
nat blir ju detta

X" AT =[2x—y x—y]=B"=[1 2.

som ir det ursprungliga ES.
Observera att typX” =1 x 2 och typA” = 2 x 2, si att martrisprodukten i V L
existerar och dr av typ 1 x 2. HL:s matris dr ocksa av typ 1 x 2.

Allmént géller att
BT .AT = (A-B)T (3.8)

Bevis:
HL: Element pa plats (k,i) i (A-B)” dr detsamma som element pa plats (i,k) i A-B.
Detta element &r produkten av rad 7 i A och kolonn k i B.

VL: Element pa plats (k,i) i BT -AT #r produkten av rad k i BT och kolonn i i A7,
d.v.s. produkten av kolonn k i B och rad i i A.

3.4.1 Nollmatris och homogent ES

En nollmatris dr en matris med alla element = 0.

B—

S O O
o O O

ar nollmatrisen av typ 3 x 2. Ett homogent ES har ett HL, som matris dr ren noll-
matris.

Exempel 3.22  Foljande ES skrivet som en matrisekvation dr ett homogent ES
(Samma koefficientmatris som i exempel 1.5).

AX=0,
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2 -1 0
dirA=1|1 -1 ,X:[i]och(dﬁnned)O: 0 |.Manserattx=y=
3 1 0

7z =0 dr 16sning. Detta dr typiskt for ett homogent ES. P4 matrisform...

2 -1 1 0]0
I -1|0|~..~[0 110
3 1 0 0]0

Vi ser att rangen for koefficient- och totalmatris dr lika = 2. Detta dr ocksa typiskt
for ett sddant ES. Antal 19sningar 4r i detta fall 1. Allmént har ett homogent ES 1
eller co med I6sningar.

Exempel 3.23  Foljande ES har samma koefficienmatris som i exempel 1.6 men
homogent sadant &r féljande

Xoy+z :Oochsommatrisekvation[l -1 1]- . —[O]
2tz =0 2 0 1]|”? '

Pa radrecuderad form
1 0 0
01 0
Alltsa en fri variabel z och sdledes e med 16sningar. Vi ser att rangen for koefficient-
och totalmatris dr lika<antal variabler= 3. Svar:

\
D=1 —

x =t
y =t , teR
z =2t



