CTH/GU LABORATION 1 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall se pa numerisk berdkning av nollstéllen, extrempunkter, integraler och derivator. En del
ar sikert repetition, men en del ar nytt. Det géller att forsta vad vi gor for vi kommer bygga
vidare pa resultaten i senare laborationer.

2 Nollstallen

Lat f: R — R vara en deriverbar funktion. Vi skall lsa ekvationen f(x) = 0 med Newtons
metod. Som exempel kan vi ta

f(z) =0.5(x —2)* —2cos(27) — 1.5 =0

Vi borjar med att rita grafen till f for att fa en uppfattning om hur manga nollstéllen vi har och
ungefir var de ligger.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x=linspace(-3,7);
>> plot(x,f(x))
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Vi ser en 16sning till f(x) = 0 som en punkt dar grafen skir z-axeln. Vi kan grafiskt ldsa av en
forsta approximation av en 16sning for att sedan forbattra denna med Newtons metod.

En 16sning 2 till en ekvation f(x) = 0 kallas ocksa ett nolistdlle till f. Ett nollstélle Z till f(z) =0
kallas enkelt om f’(&) # 0 annars kallas det multipelt.
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Innan vi kan komma till Newtons metod maste vi dock forst se pa linjariseringar av funktioner.



2.1 Linjarisering

Vi skall se pa linjdrisering av en differentierbar (deriverbar) funktion i en variabel f : R — R.
Linjariseringen av f runt punkten a ges av

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Néra punkten a har vi f(z) &~ L(x). Vi paminner oss om att den rita linjen y = L(z) &r tangenten
till kurvan y = f(z) vid a.

Som exempel linjiriserar vi f(z) = 0.5(x —2)* —2cos(2x) — 1.5 runt @ = —1, a = 2.5 och a = 6.5.

Vi har derivatan f’(z) = x — 2 + 4sin(2x) och vi ritar en figur

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2¥x)-1.5;
>> Df=0(x)x-2+4*sin(2*x) ;

>> L=0(x,a)f(a)+Df (a)*x(x-a);

>> a=2.5;

>> plot(x,f(x),’b’,x,L(x,a),’r’)
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Vi ser funktionskurvan tillsammans med tangenterna i a for de olika a-vérdena.

2.2 Newtons metod

Antag att vi har en approximativ 16sning xp och vi vill hitta en béattre approximation xy,q.
Newtons metod gar ut pa att bilda linjariseringen av f i xy:

L(z) = f(zx) + f'(21)(z — 23)
och 16sa L(z) = 0 istéllet for f(z) =0,
fa) + f'(xp) (@ — 2p) = 0 (1)
Losningen blir var nésta approximation:

f(zy)

Pl = f' ()

Som stoppvillkor for iterationen tar vi
|Tpr1 — x| < tol

Det betyder att vi accepterar z,,; om &ndringen i sista iterationen dr mindre &n toleransen. Vi
tillater maximalt k., iterationer (k.. = 10 &r rimligt).

Geometriskt betyder (1) att vi foljer tangenten och hittar xy,; dir den skir x-axeln. Vi ser pa
nagra steg med metoden:



Starta med en approximation z, av ett nollstélle till f(z) = 0.
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Bilda tangenten y = f(zo) + f'(xo)(x — o) till f i x = zo och tag dess skidrningspunkt med
xr-axeln som en béttre approximation

f(x0)
f'(x0)

Ty = Ty —

N
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Bilda tangenten y = f(z1) + f'(z1)(z — x1) i © = x; och tag dess skdrningspunkt med z-axeln
som en dnnu béttre approximation
f(z1)

To = T1 —

f'(x1)
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Som exempel tar vi: Los ekvationen f(z) = 0 dir f(z) = 0.5(x — 2)? — 2cos(2x) — 1.5. Grafen
som vi redan ritat visar att vi har ett nollstille nédra xq = 4 som vi tar som startapproximation.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2%cos(2¥x)-1.5;
>> Df=0(x)x-2+4*sin(2*x) ;

>> x=4,

>> kmax=10; tol=0.5e-8;



>> for k=1:kmax
d=-f (x) /Df (x);
x=x+d;
disp([x d])
if abs(d)<tol, break, end
end

Utskriften av xy och dp = x1 — 2 ger

3.867224680594720 -0.132775319405280
3.866407999346416 -0.000816681248304
3.866407887464428 -0.000000111881988
3.866407887464427 -0.000000000000002

For en tillrdackligt bra startapproximationen xg konvergerar Newtons metod snabbt.

Uppgift 1. Lat f(x) = 2® — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen av f for att
se var ungefir losningarna ligger. Hur manga losningar finns det? Léds av i grafiken en forsta
approximation av en 16sning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Rita ut 16sningen
med en liten ring. Upprepa tills du beréknat alla l6sningar till ekvationen.

2.3 Konvergens

Néra ett nollstille  far vi ungefér en fordubbling av antalet korrekta decimaler i varje iteration
med Newtons metod. Vi har s.k. kvadratisk konvergens.

Sats: Antag 2 ar en l6sning till ekvationen f(z) =0 med f'(2) # 0. Om Newtons metod

Tht1 = T — }f/i:;];))’ k=0,1,---

konvergerar mot Z sa géller att

1€
12" (k)|

|2 — 2| = o> — 2]

dvs. vi har kvadratisk konvergens.

Beuwis: Taylorutveckling runt z;, ger att

£(&) = Fla) + @)@ — ) + 3 0"(6)E — 20)?
Eftersom f(z) = 0 sa géller

0= o) + (o) = ) + 30"(6) (0 - )’ (1)

Newtons metod kan skrivas
f@e) + f'(r) (rpr —2x) =0 (2)

Addition av (1) och (2) ger

F @) = ) = (6 — 20)?
Om f'(zx) # 0 sa géller
1€l
12" ()]

w1 — &) = 2w — @)

och vi har visat resultatet.



2.4 Fardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fzero som finner nollstéllen.
Metoden i fzero ar en modifiering av Newtons metod och anvinds enligt nagot av alternativen

x=fzero (fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dér fun beskriver funktionen vi skall finna nollstéllet till, x0 &r en foérsta approximation av
nollstéllet eller ett intervall med teckenvéxling som omsluter nollstéllet vi soker. I senare fal-
let kommer fzero garanterat finna en approximation av ett nollstélle.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall berédknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjilptexten.

Vi anviinder fzero for att beriikna ett nollstille till f(z) = 0.5(x — 2)? — 2cos(2z) — 1.5 for en
sista gang.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2%cos(2¥x)-1.5;

>> x0=4;
>> x=fzero(f,x0)
X -

3.866407887464427

Uppgift 2. Rita den slutna kurva som i poléra koordinater ges av
_ 2+sin(3p)
\/1 + exp(cos(p))

For vilka vinklar skidr kurvan enhetscirkeln? Anvand fzero.

()

3 Extrempunkter

Vi skall bestdmma max- och minpunkter till en funktion f: R — R. Som exempel tar vi
f(z) = (x + 1.52° + 0.12%) exp(—0.727)

Vi ritar upp grafen for att se var de stationédra punkterna finns och av vilken typ de ar.

>> £=0(x) (x+1.5%x.72+0.1%x.73) .*xexp(-0.7%x.72)
>> x=linspace(-4,4);
>> plot(x,f(x))
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Det ser ut som vi har tre stationéra punkter, en lokal minpunkt (global minpunkt) och tva lokala
maxpunkter (varav en ar en global maxpunkt)

En stationédr punkt till f(x) dr en punkt a for vilken f’(a) = 0. Bestdmningen av vilken typ av
stationdr punkt det dr kan vi géra med hjélp av tecken pa andraderivatan f”(a).

I forra avsnittet linjariserade vi en funktion f(z) runt a for att beskriva grafens lutning, dvs. vi
gjorde en linjar modell av funktionen runt a med

f(x) = L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
Nu vill vi ha en modell av f(x) runt den stationira punkten a som beskriver hur grafen bojer sig,
och da ger den linjara modellen inte tillréackligt med information.

En kvadratisk modell av funktionen f(x) runt a kommer déaremot att beskriva hur grafen bojer
sig och den modellen ges av (Taylorutveckling runt a)

F@) ~ @)+ F(@)a — a) + (@) o)

Eftersom a ar en stationdr punkt sa ar f’(a) = 0 och vi far att

F(@) = Fla) + 3 (@)~ o)

och vi kan avgora vilken typ av stationdr punkt vi har, genom att se pa tecknet hos f”(a).

Vill vi minimera eller maximera en funktion f(x) som dr deriverbar sa soker vi lokala minpunkter
eller maxpunkter, t.ex. genom att 16sa ekvationen g(z) = f’(z) = 0. Sedan far vi kontrollera om
dessa ar lokala eller globala extrempunkter.

Det finns ocksa andra metoder som soker lokalt minimum eller maximum till en funktionen. Vi
beskriver inte dessa nu utan nojer oss med att se vad MATLAB har for fardiga program.

3.1 Fardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fminbnd som finner lokal
minpunkt till en given funktion och anvénds enligt nagot av alternativen

x=fminbnd (fun,x1,x2) x=fminbnd (fun,x1,x2,o0pts)

dér fun beskriver funktionen vi skall minimera, x1 och x2 ger ett intervall som omsluter min-
punkten vi soker.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beriknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjilptexten.

Som exempel ser vi pa funktionen fran forra exemplet. Fran grafen till funktionen ovan ser vi
att det finns en lokal minpunkt i intervallet —0.5 < z < 0 och lokala maxpunkter i intervallen
—16<xr<-—-12o0chl<zx<1.5.

Vi bestdmmer den lokala minpunkten med
>> x=fminbnd(f,-0.5,0)

X =
-0.3183



Vi bestammer nu de lokala maxpunkterna, genom att minimera h(x) = —f(x), med

>> h=0(x)-f(x);
>> x=fminbnd(h,-1.6,-1.2) >> x=fminbnd(h,1,1.5)
X = X =

-1.4268 1.0960

Uppgift 3. Bestdm samtliga extrempunkter till funktionen

14+ 22 —1.52%4+0.52*
flz) = T
1+

Anviand fminbnd pa lampligt séitt. Ange av vilken typ extrempunkterna &r och berikna eventuella
max- och minvérden.

4 Integraler

Ibland kan man inte bestimma integraler exakt utan man far noja sig med att berdkna approxi-
mationer. T.ex. fol exp(z?) dz kan inte beriiknas exakt, eftersom det inte finns nagon anvindbar
primitiv funktion. Det kan ocksa vara sa att integranden bara &r kdnd i vissa punkter, t.ex. att
vi har en serie med métdata.

Den geometriska tolkningen av integralen fab f(x) dx ar arean av ytan mellan grafen av integranden
y = f(x) och z-axeln, dvs. y = 0, mellan = = a och = = b.

3, .

Vi gor en likformig indelning av intervallet a < x <b

a,:ZL'0<{L'1<ZL‘2<"'<ZE2‘_1<l‘i<"'<l‘n_1<l‘n:b
sa att vi far n lika langa delintervall x; | < x < x; med lingden Az = b;—“
Sedan delar vi upp integralen i en summa av integraler 6ver varje delintervall

/ f(z)dx = Z xf(:c) dx

Ti—1




Om vi approximerar f(z) med f(x;_1) i intervallen z; ; < x < z;, dvs. berdknar f(x) i vanster
intervallgrins, far vi vinster rektangelregel

b n
/ flx)dr~ L, :Zf(xi_l)Ax
@ i=1

Om vi approximerar f(z) med f(z;) i intervallen z; 1 < x < z;, dvs. berdknar f(z) i hoger
intervallgréins, far vi hoger rektangelregel

b n
/ flz)dz ~ R, = Z fla:) Az

Om vi approximerar f(x) med f(m;) i intervallen x; ; < x < x;, dar m; & mittpukterna i
intervallen, far vi mittpunktsmetoden

b n
Ti—1 + T
dx ~ M, = i) Az, P =T 5
| rayas > ) . =

3 ‘ .
y=f(z)
2 4 .
1 .
0 To=a Ti1 i Tp=0 |
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Vi kan ocksa approximera integralen med medelviardet av vénster och hoger rektangelregel och
far da trapetsmetoden

/abf<£€) de ~ T, = é f(xil);_ f(@) Ax



To=a Ti-1 Xg Tp =20
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Antag att vi vill berdkna fol xsin(z) dz med vanster rektangelregel med n = 100. Vi skulle kunna
gora sa har

>> n=100;
>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> dx=(b-a)/n
>> g=0;
>> for i=0:n-1
x=at+i*dx;
q=q+f (x) *dx;
end
>>q

Att anvéinda en for-sats dr oftast inte effektivt i MATLAB. Vi genererar hellre en vektor av alla
funktionsvarden f(z;) och sedan summerar dessa enligt

>> n=100;

>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);

>> dx=(b-a)/n; x=linspace(a,b,n+1);

>> g=sum(f (x(1:n))*dx)

Detta sétt att organisera berdkningar kallas vektorisering, dvs. man genererar forst en eller fle-
ra vektorer och utfor sedan den ¢nskade berdkningen pa dem. De elementvisa operationerna

x ./ .7 4r exempel pa vektoriserade operationer. Vi anvénde funktionen sum som snabbt
summerar en vektor.

Uppgift 4. Berdkna en approximation av integralen folx sin(z) dz med vénster och hoger rek-
tangelregel samt mittpunkts- och trapetsreglerna. Anvind sum.

4.1 Konvergens

For metoderna ovan géller att samtliga ér konvergenta, dvs. later vi antal delintervall n ga mot
odandligheten sa gar approximationerna mot integralens virde.

Vi ser pa nagra bilder for vinster rektangelregel dér n blir allt storre

3f Y
13 y = f(x)

2F i
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Vi ser att vi allt battre tdcker upp ytan under grafen med allt fler och smalare staplar.

Nu récker det i praktiken inte med konvergens. Vi maste fa en bra approximation pa en kort
tid, dvs. inte behdva ta n alltfor stort. For vinster och hoger rektangelregel géller att om vi
fordubblar antal delintervall sa halveras felet i approximationen av integralen. Fér mittpunkts-
och trapetsmetoderna diaremot géller att om vi fordubblar antal delintervall sa delas felet med
fyra, dvs. mycket béttre utdelning.

Sats: Antag f(x) har kontinuerlig forsta derivata pa intervallet a < x < b med |f'(z)| < K.
Givet en likformig indelning av intervallet: a = xg < 77 < 3 < -+ < 2,1 < x, = b med
delintervallingd Ax = x; — x;_1 = b*Ta For vanster rektangelregel

Ln = i f(.fifl) Az

galler da att
K(b—a)

5 Ax

<

[ 11,

Bewvis: Taylorutveckling runt x = ;1 ger

f(@) = flzima) + f1(&) (2 — 2i)
Integration ger

/f (z) do = f(zi1)Ar = / if’(&)(x i) de

och efter summering har vi

[ 11,

S [ e ne

= Z/QC |f'(&)(x — wimy)| do <
i—1 Jwi-1
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K(b—
<ZK/ |z — i1 |de =nK 3(Az)* = <2 CL)AJ:

Sats: Antag f(x) har kontinuerlig andra derivata pa intervallet « < x < b med |f"(z)| < K.
Givet en likformig indelning av intervallet: a = xop < 77 < 3 < -+ < 2,1 < x, = b med
delintervallingd Ax = x; — x; 1 = b’Ta For mittpunktsmetoden

M, = Z Flmy) Az, m; = Tiot + T

galler da att
x)dr — M,

Bewvis: Taylorutveckling runt o = m; ger

J"(&)
2

f@) = f(ma) + f'(ma)(x — mi) + (2 —mj)*

Integration ger

/:lf(:c) dx — f(mi) Az = f'(m;) /:_1(:6 —m;) dx + /: @(z —m)?de =

1 [ e - mas

eftersom fxxil(:p —m;)dr = 0.

Efter summation har vi

‘/f )dz — M,

Z/ f' (&) (x —my)? Z/ 1F7(€) (x — mi)?| da <

3_ K(b—a)
24

<nK 5 (Az)

(Az)?
dér vi utnyttjat att [ (2 —m;)*de = 35 (Azx)®.
Vi ser att felet i rektangelregeln &r av storleksordningen Az medan felet hos mittpunktmetoden

ir av storleksordningen (Az)?. Den senare ir alltsa mycket noggrannare och déirmed effektivare.

4.2 Fardiga program i MATLAB

Det finns funktioner i MATLAB for att berikna bestamda integraler bade effektivt och noggrant,
t.ex. finner vi integral som anvénds enligt

gq=integral(fun,a,b) q=integral(fun,a,b,name,value)

dér fun &r en funktion som beskriver integranden, a och b ger integrationsintervallet.
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Genom att ge name som ’AbsTol’ eller ’RelTol’ kan vi ange onskad absolut respektive relativ
noggrannhet i berdkningen och med value ger vi viardet pa noggrannheten. Standardvirden &r
1e-10 resp. 1e-6, dvs. 1 x 107 resp. 1 x 107,

Integranden skall beskrivas med elementvisa operationer, precis som om man skulle rita dess graf,
integral kommer ndmligen berédkna integranden for en vektor av z-virden.

Om vi skulle anvinda integral for att berékna integralen fola: sin(z) dx sa skulle det se ut sa har
>> f=@(x)x.*sin(x);

>> a=0; b=1;
>> g=integral(f,a,b)

Uppgift 5. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av langden L. Vi vill for olika begynnelseutslag ¢y bestdmma pendelns periodlangd.

Periodléngden ges av formeln

L /2 d(P
T(po) =44 —
(0) \ﬁ /0 V1= sin®(go/2) sin(p)

dér integralen dr en s.k. elliptisk integral som inte kan beréknas exakt.

Lat L = 0.1 m och tag begynnelseutslagen ¢y = 10°,30°,---,170°. Berdkna en approximation
av periodlingden for de olika begynnelseutslagen. Rita en graf av T som funktion av ¢q. Anvéind
integral.

Lite ledning: Ibland vill man rita grafen av en funktion definierad genom f(z) = fcd h(t,x) dt 6ver
ett intervall a < x < b. Om det inte finns nagon anvédndbar primitiv funktion till integranden A
ar detta en relativt kriavande uppgift, for varje xz-virde som behovs for grafen maste vi beridkna
f(z) genom att beriikna en integral.

Man kan i MATLAB berdkna funktionen f(x) = fcd h(t,x)dt for en parameter x, som vi kan ge
olika vérden, enligt

>> f=integral(@(t)h(t,x),c,d)

Har forutsétts att h dr en funktionsbeskrivning (funktionsfil eller anonym funktion med funk-
tionshandtag) i de tva variablerna t och x.

Skall vi nu rita en graf av f(z) dver a < z < b, sa ar hér strukturen pa en skriptfil for detta.
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h=0(t,x)...; % Integranden, om vi gor ett funktionshandtag

c=...; d...; % Integrationsgranserna

a=...; b=...; n=...; % Intervallgranser for grafen samt antal punkter
x=linspace(a,b,n); % x-vardena

f=zeros(size(x)); % Fordimensionering. Skall fylla pa integralvédrdena

for i=1:length(x)

f(i)=integral(@(t)h(t,x(i)),c,d); % f(x(i))-vardena
end
plot(x,f) % Ritar grafen

Vi tittar ndrmare pa f=zeros(size(x)). Hér ger size (x) storleken pa radvektorn x. Darmed ger
zeros (size(x)) en radvektor, lika stor som x, fylld med nollor. Nu kommer f vara en radvektor
av ritt storlek och vi fyller pa rétt f(x;)-vérden i for-satsen.

Dessa virden, dvs. f(x;) = fcd h(t,x;) dt, beriknas med f(i)=integral(@(t)h(t,x(i)),c,d)
dar @(t)h(t,x(i)) en anonym funktion med ett funktionshandtag. Hér &r ¢ variabeln och h(t, z;)
ar funktionens varde, dir x; dr ett konstant viarde. Vi har alltsa en funktion i en variabel t som
integral kommer integrera.

5 Derivator

Vi kommer bl.a. i samband med 16sning av differentialekvationer behova approximera derivator
uw'(x), u’(x), -+, genom att anvinda flera funktionsvirden i nirheten av .
Infor framat- och bakatdifferenskvoterna

u(z + h) — u(z)
n ;

u(z) —u(z — h)
h

Diu(z) = D_u(z) =

Dessa kvoter anvéindes for definition av derivator. Da 14t vi A — 0, nu kommer vi ta h som ett
litet positivt tal.

Vi skall visa att
W' (z) = Diu(z) + O(h), u'(x) = D_u(x)+ O(h)

Taylorutveckling av u(x) ger

h? h? ht

u(z + h) = u(x) + hu'(x) + Eu”(:p) - Fu(?’) (x) + 24u(4) (x) + (1)
uw(x —h) =u(x) — hu'(x) + %u”(:c) — %u(?’) () + %u(‘l) (x) — - (2)
Fran (1) far vi direkt
Dou(z) = U2+ h})l —U®) o + S0 (@) 4+ = u(2) + O(h)
och fran (2) far vi
D_u(x) = u(@) - Z(x —h) = (z) — gu”(x) + - =1'(x) + O(h)
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Aven centraldifferenskvoten
u(x 4+ h) —u(x — h)
2h

Dou(z) =
ar en approximation av derivatan u/(z).

Genom subtraktion av (1) med (2) kan man se att
u'(x) = Dou(z) + O(h?)
Vi ser att Dou(x) ar noggrannare &n D u(x) och D_u(x).
Vid behov kan man med Taylorutveckling ta fram &nnu noggrannare differenskvoter. t.ex.

—u(z + 2h) 4+ 8u(x + h) — 8u(x — h) + u(x — 2h)
12h

D.u(x) =

Lat oss for u(x) = exp(z) approximera «'(x) med differenskvoterna D u(zx), Dou(x) och D,u(z)
for att jamfora approximationernas olika noggrannhetsordning. Vi ser pa en f6ljd av allt mindre
h-varden och ser vilken noggrannhet vi far vid berékning pa dator.

Genom att rita i ett loglog-diagram kan vi se approximationsordningen. Vi har O(h), O(h?)
respektive O(h?). Varfor blir graferna ryckiga da h blir mycket litet?

Sa har ritade vi

>> u=0(x)exp(x); uprim=0(x)exp(x); x=0.4;

>> h=logspace(-15,-1,400);

>> loglog(h,abs((u(x+h)-u(x))./h-uprim(x)),’r’), hold on

>> loglog(h,abs((u(x+h)-u(x-h))./(2%h)-uprim(x)),’g’)

>> loglog(h,abs ((-u(x+2*h)+8*u(x+h)-8*u(x-h)+u(x-2+*h)) ./ (12*h) -uprim(x)),’b’)
>> axis square, grid on
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5.1 Hogre ordningens derivator

Vi kan approximera andra derivatan u”(x) med

u(x + h) — 2u(x) + u(z — h)
12

DD _u(zx) =
Addition av (1) med (2) ger
u"(z) = Dy D_u(z) + O(h?)

Vidare kan vi approximera u” (z) = u®(z) med

u(x 4+ 2h) — 2u(x + h) + 2u(x — h) — u(z — 2h)
2h3

samt v (x) = u®(z) med

u(z + 2h) —4u(z + h) + 6u(z) — du(x — h) + u(x — 2h)
X

och far noggrannheten O(h?) éven i dessa fall.

Uppgift 6. Funktionen f(z) ges av en tabell med méitdata (z-virdena &r ekvidistanta, dvs.
avstandet mellan pa varandra foljande z-virden &ér konstant)

z | 0 00707 0.1414
y | —1.5000 —1.6189 —1.6934

som finns lagrade pa data-filen 1abtabell.mat pa kurshemsidan.
Héamta data-filen och ladda in i MATLAB med load(’labtabell’). Rita en graf av funktionen.

Bestdm krokningen
T+ PRy

hos grafen till f(z). Rita dven grafen av krokningen.
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