CTH/GU LABORATION 2 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall se pa numerisk 16sning av ordinéra differentialekvationer (ODE), forst begynnelsevirdes-
problem och sedan randvirdesproblem. Problemen i sig ar viktiga i tekniska tillimpningar, men
dven som grund for att utveckla metoder for partiella differentialekvationer (PDE).

2 Begynnelsevardesproblem

Vi skall se pa metoder for att 16sa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens differentialekva-
tion

u = f(t,u), a<t<b

u(a) = u,

dér f en given funktion och u, en given konstant.

Dessa metoder fungerar lika bra pa system av forsta ordningens differentialekvationer
{ u' = f(t,bu), a<t<b
u(a) = u,
déar f, uw och u, ér vektorer.
Hogre ordningens differentialekvationer skrivas om som system av forsta ordningens ekvationer.
Som exempel pa en forsta ordningens ekvation tar vi problemet
{ u'(t) = —u(t) +sin(t) +cos(t), 0 <t <4
u(0) = g
med analytisk (exakt) 16sning w(t) = sin(t) + ug exp(—t).

[ den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfiltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika vérden pa wuyg.
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Vi ser hur 16sningskurvorna foljer riktningsfiltet. Berdkningsmetoderna som vi skall se pa bygger
pa idén att forsoka folja riktningsfaltet.



2.1 Rita riktningsfilt

Vi skall se hur man kan rita riktningsfalt till differentialekvationen

u = f(t,u), a<t<b
u(a) = u,

Ett riktningsfélt bestar i en samling punkter (¢;,u;) i tu-planet (ett gitter) dér vi i varje punkt
ritar en liten pil i den riktning som en lésningskurva ¢ +— (¢, u(t)) genom punkten har precis i
punkten, dvs. en pil i riktningen (1, u'(¢;)) = (1, f(#;, u;)). Vi skalar pilarna sa att vi far en tydlig
bild. (For korta pilar och inget syns, for langa pilar och bilden blir grotig.)

Som exempel ritar vi riktningsféltet till det inledande begynnelsevardesproblemet

{ u'(t) = —u(t) +sin(t) +cos(t), 0 <t <4
u(0) = ug

Forst bildar vi ett gitter (grid) med meshgrid. I matriserna T och U kommer vi ha gittrets
koordinater. Sedan bildar vi en matris DT med ettor, som &r forsta koordinaterna i pilarna, och
en matris DU, som &r andra koordinaterna i pilarna. Slutligen ritar vi ut pilarna med quiver, dér
talet 0.9 dr en skalfaktor (lagom langa pilar).

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);

>> a=0; b=4;

>> t=linspace(a,b,20); u=linspace(-2,2,20);
>> [T,U]=meshgrid(t,u);

>> DT=ones(size(T)); DU=f(T,U);

>> quiver(T,U,DT,DU,0.9)

Som resultat far vi vénstra figuren pa forsta sidan.

Uppgift 1. Vi skall se pa foljande begynnelseviardesproblem i nagra uppgifter

u' = cos(3t) —sin(bt)u, 0 <t <5
u(0) =2

Rita riktningsfaltet 6ver omradet 0 <t <5, 0 <wu < 3. Vilj lagom langa pilar.

2.2 Differensmetoder

Vi skall approximera losningen u(t) till differentialekvationen pa ett nét
a:t0<t1<t2<---<tn<tn+1<---<tN_1 <tN:b

dir t, = a+nh forn =0,1,---, N, med steglingden h = b*Ta

Later vi u,, beteckna approximationen av u(t,) och ersitter u'(¢,) med en framat differenskvot
D u(t,) sa giller

u(tn-i-l) - u(tn)
h

u(tnir) = ultn) + hf(tn, u(tn))

D.u(t,) = ~ U/(tn) = f(tn,u(tn)) =



Detta ger Eulers framatmetod
Up+1 = Up + hf(tn7 un)

Metoden &r explicit eftersom alla viarden i hogerledet &ar kinda. For att ta ett steg till nésta
tidsniva racker det att sidtta in kidnda virden i hogerledet. Med MATLAB kan vi gora det sa hér
enkelt

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;
>> N=10; h=(b-a)/N;
>> t=linspace(a,b,N+1); u=zeros(size(t));
>> u(1l)=ua;
>> for n=1:N
u(n+1)=u(n)+h*f (t(n) ,un));

end

>> plot(t,u)

Ersatter vi u(t,+1) med en bakat differenskvot D_u(t,1) far vi

u(tng1) — ulty)
h

U(tnt1) = u(tn) + hf(tnsr, u(tng))
Detta ger Eulers bakatmetod

D_u(t,i1) = R (th1) = [t ultni)) =

Up+1 = Up + hf<tn+17 un+1)

Metoden ar implicit eftersom wu,, 1, som &ar obekant, finns med dven i f. For att ta ett steg maste
man normalt 16sa en icke-linjar ekvation

g(w) =w —u, —hf(t,41,w) =0

med t.ex. Newtons metod.
Vi kan ocksa integrera differentialekvationen fran ¢, till ¢,,1 = t,, + h och far
tn+1
tn

och kan sedan approximera integralen pa olika sétt.

Med wdnster och héger rektangelregel far vi Eulers framat- respektive bakatmetod och med tra-
petsregeln far vi den implicita trapetsmetoden

h
Upt1 = Up + §<f<tna Un) + f(thrla un+1>>

Om vi i denna metod ersétter u, 1 i hogerledet med en Euler framat approximation far vi Heuns
metod

s = -+ 3 (F b tn) - F (Bt + R (1)

som &r en explicit metod.



Vi kan enkelt anvidnda Heuns metod enligt

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);

>> a=0; b=4; ua=1;

>> N=10; h=(b-a)/N;

>> t=linspace(a,b,N+1); u=zeros(size(t));

>> u(1)=ua;

>> for n=1:N
ki=f(t(n),u(n)); k2=f(t(n+1),u(n)+hxkl);
u(n+1)=u(n)+h/2*%(k1+k2) ;

end
>> plot(t,u)

Ett begynnelsevirdesproblem som beskriver férlopp eller processer vilka utspelas under tidsinter-
vall av mycket olika storleksordning kallas for styvt. T.ex. inom kemisk reaktionsteknik &r styva
problem vanliga. For styva problem maste implicita metoder anvénds, dvs. av typen Euler bakat-
metoden eller trapetsmetoden. Explicita metoder, som Euler framatmetoden eller Heuns metod,
blir mycket ineffektiva.

Uppgift 2. Vi ser aterigen pa begynnelsevérdesproblemet

u' = cos(3t) —sin(bt)u, 0 <t <5
u(0) =2

Los problemet med Euler framatmetoden. Rita en graf av 16sningen i en figur som dessutom
innehaller riktningsfiltet. Tag tillrackligt manga tidssteg sa att vi far en noggrann lésning.

2.3 Konvergens

Utgaende fran begynnelsevirdet forsoker vi folja riktningsfiltet med korta steg for att fa en
noggrann approximation.

Metoderna vi sett pa ar alla konvergenta, dvs. tar vi tillrackligt liten steglangd kan vi fa godtyckligt
bra approximation pa ett dndligt intervall.

For Euler metoderna géller att om vi halverar steglingden sa halveras felet i approximationen.
For trapetsmetoden och Heuns metod géller att om vi halverar steglangden sa delas felet i ap-
proximationen med fyra.

Vi jamfor Euler framatmetoden med Heuns metod pa exemplet fran inledningen. Eftersom vi har
en formel for den exakta losningen kan vi ta differensen mellan den och approximationerna for
att se hur pass bra de dr. Vi ser vid tiden t = 4 forst for steglingden h = 0.4 och sedan successivt
halverade stegldngder.

Euler framat metod Heuns metod
h Uy uy — u(4) Uy uy — u(4)
0.4 —0.7674846249 ... | 0.0289977684 ... | —0.7253391181 ... | —0.0131477382...
0.2 —0.7514168883 ... | 0.0129300319... | —0.7351256618 ... | —0.0033611945. ..
0.1 —0.7446007637 ... | 0.0061139073 ... | —0.7376516492 ... | —0.0008352072. ..
0.05 | —0.7414601596... | 0.0029733032... | —0.7382793420 ... | —0.0002075143 . ..
0.025 | —0.7399530614 ... | 0.0014662050... | —0.7384351731 ... | —0.0000516832. ..

Heuns metod ar betydligt mer noggrann och mer effektiv.




2.4 Fardiga program i MATLAB

I MATLAB finns flera olika funktioner for 16sning av begynnelsevirdesproblem av olika typ, t.ex.
finner vi ode45 som anvénds enligt

[t,Ul=o0de45(fun,tspan,u0) [t,Ul=o0de45(fun,tspan,ul,opts)

dér fun ar en funktion som beskriver differentialekvationens hogerled, tspan dr en vektor som
anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevirdet for 16sningen vid tiden tspan(1). Funktionen
oded5 producerar som utdata dels t, en vektor som innehaller tidpunkter och dels U, en vektor
eller matris som innehaller 16sningen for de olika tidpunkterna.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant l6sningen skall berédknas. Det
finns ocksa mojlighet till avbrottshantering. Man skapar vektorn opts med funktionen odeset,
se hjalptexten.

En annan funktion i MATLAB dr odel5s avsedd for styva begynnelseviardesproblem.

Med funktionen ode45 i MATLAB kan vi berikna en numerisk 16sning till vart inledande exempel
for t.ex. u(0) = 1 enligt

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;

>> [t,ul=o0de45(f, [a b],ua);
>> plot(t,u)

Uppgift 3. For en sista gang ser vi pa begynnelsevirdesproblemet

u' = cos(3t) —sin(bt)u, 0 <t <5
u(0) =2

Los problemet med ode45. Rita en graf av l6sningen i en figur som &ven innehaller riktningsféltet
och en approximation beriknad med Euler framatmetoden. Anvénd olika farger pa graferna.

2.5 System av forsta ordningens differentialekvationer

Med MATLAB kan vi lika latt 16sa system av differentialekvationer

{u’(t) = f(t,ult), a<t<b

u(a) = u,
dar
uy(t) Jilt,ua (), um(t)) Uq1
u(t)=1 = |, fltbu)= : , U= |
U (1) fm(tui(t), -+ um(t)) Uam

Skillnaden &r att nu blir U en matris och vi finner ug(t) (for olika tidpunkter ¢;) som kolonn
U(:,k), dvs. kolonn nr ki U.

Som exempel tar vi foljande system med tva ekvationer

uy () = 2uy(t) — uy (t)ua(t), u1(0) = 0.1
uh(t) = ug(t) + 0.4uy (t)us(t) — uz(t)?,  ux(0) = 0.1

Bada ekvationerna beror av bade u;(t) och uy(t) sa vi maste l6sa dem samtidigt.



Vi har
{u’(t) = f(t,u(t), 0<t<T

u(0) = ug

u(t) = [Z;Eg ] L fltu) = [ 2uy — w Uy ] g — [0,1 ]

ug + 0.4uyuy — ul 0.1

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen, loser med ode45 och ritar upp losningen enligt

>> f1=0(ul,u2)2*ul-ul.*u2;

>> £2=0(ul,u2)u2+0.4*ul.*u2-u2."2;

>> £=0(t,u) [f1(u(1),u(2))
f2(u(1),u(2))];

>> T=8; tspan=linspace(0,T,200);

>> u0=[0.1;0.1];

>> [t,U]=0ded45(f,tspan,ul);

>> plot(t,U(:,1),°b’,t,U0(:,2),°g’)
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Vi ritade graferna av wu;(t) och uy(t) mot ¢. Nu skall vi rita riktningsfilt och s.k. fasportrdtt, dér
vi ritar uy (t) mot uq(t). Riktningsfiltet ritar vi enligt

>> ul=linspace(-1,4,25); u2=linspace(-1,3,25);

>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u2);

>> s=1.5; % s - skalfaktor som forlanger pilarna.

>> quiver (U1,U2,£1(U1,U2),£f2(U1,U2),s)

och far bilden nedan till vanster.
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Vi lagger till en l6sningsbana med ode45b enligt

>> u0=[0.1;0.1];
>> [t,U]=o0ded45(f,tspan,ul);
>> plot(U(:,1),0(:,2),’g’,’LineWidth’,2)

I figuren ovan till hoger har vi 16st for nagra ytterligare startvérden. Vi ser hur losningarna féljer
faltet. (For tydlighets skull har vi dven sett till att pilarna blev lika langa. Nér vi sitter vid en
dator och kan se pa en stor figur behovs inte det.)

Eftersom detta system #r autonomt, dvs. har formen w'(t) = f(u(t)), sa kan vi soka efter
jamviktslosningar. (Ett autonomt systems hogerled beror inte direkt av ¢, bara indirekt via w(t).)
For jamviktslosningar géiller att u)(t) = 0 och uh(t) = 0, dvs. de fordndras inte med tiden. I
riktningsfiltet syns dessa som punkter dar riktningsvektorn w’' = (u}, uy) = (0,0). Vi ser om det
finns nagra sadana punkter genom att 16sa f(u) = 0, som for vart problem kan skrivas
2u; — uqug = 0

uy + 0.4uuy —ui =0
Vi skall lite senare se pa numeriska metoder for att 16sa ekvationer av den hér typen, men denna
enkla ekvation kan vi l6sa for hand. Den forsta ekvationen &r uppfylld om w; = 0. Inséttning
av u; = 0 i den andra ger us — u% = 0, med l6sningarna uy, = 0 och uy = 1. Darmed &ar bada
ekvationerna uppfyllda samtidigt om u; = uy = 0 och om u; = 0, uy = 1. Alltsa ar (uy, uz) = (0,0)
och (uy,us) = (0,1) jamviktspunkter. Om a andra sidan u; # 0 ser vi fran forsta ekvationen att
us = 2. Inséittning av us = 2 i andra ekvationen ger att u; = 2.5. Alltsa ar dven (u1,us) = (2.5,2)
en jamviktspunkt. Nagra fler I6sningar finns inte. De tre jamviktspunkterna ser vi i figuren ovan.
Uppenbarligen ar (0,0) och (0,1) instabila jamviktspunkter, medan (2.5,2) &r stabil. Vi har
markerat jaimviktspunkter med roda prickar.

Lat oss ta ytterligare ett exempel, d&ven detta ett autonomt system.

{ i () = —ui(t) + 0.04us(t) + uy (t)>us(t)
uh(t) = 0.8 — 0.04us(t) — uy(t)?us(t)

Vi l6ser pa motsvarande sitt. Nedan till vinster u;(t) och us(t) som funktioner av ¢ och till hoger
fasportriatt med riktningsfilt.

Tidsutveckling

'U,l(tj
uz(t) _ 2.5
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Vi har en instabil jamviktspunkt i (0.8,1.1765), markerad som rod prick, och en stabil periodisk
16sning (en grianscykel) som vi ritat ut med rétt (den slutna roda 6glan).

Uppgift 4. Betrakta foljande system

{ uh () = cos(1 + uy (t) — ua(t)?) + 0.3
ub(t) = sin(0.3 4+ uy () + ua(t)) — 0.4uy (t)

Los problemet med ode45 for begynnelsevéirdena u;(0) = 1.5 och us(0) = 3. Rita upp lésningen
som funktion av tiden. Rita ett riktningsfilt for ekvationen 6ver omradet 0 < uy < 3,0 < uy < 3.
Hur manga jamviktspunkter ser du i omradet? Rita in i riktningsfiltet banan fér l6sningen du
just berdknade. Los ocksa for nagra andra begynnelsevirden och rita upp dven de banorna.

2.6 Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer
u// — f(t’ u’ 'U//)’ u/// — f(t,u,u/,u//),

kan skrivas om som system av forsta ordningen som sedan losas med de metoder vi sett pa.

Vi later u; = u, up = v/, uz = u”,---, och kan da skriva ekvationen som ett system av forsta
ordningens ekvationer
u' = f(t,u)
dar
Ui Uz
u=| 1 |, flt,u) =
Unp, f(tauh'"vun)

Systemet far lika manga ekvationer som ordningen pa ursprungliga ekvationen.

Som exempel tar vi den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos
smal stav av ldngden L.

|
|
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rérelseekvationen

mL3(t) = —mgsin(p(t))

Vi vill bestdmma 16sningen for olika begynnelseutslag o da vi sldpper pendeln fran vila, vilket
ger begynnelsevillkoren

©(0) = @0, (0)=0



Om vi later w = ¢, dvs. infor vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas

{ ()0 = W, 90(0) Yo
w=—%sin(p), w(0)=0

For att komma till standardform later vi u; = ¢ och us = w och far

uy = us, u1(0) = o
uy = —4sin(ur), u(0) =0

Nu har vi standardformen
{ u = f(t,u)

u(0) = ug

u = [Z; ] fltuw) = [?iz%sin(ul) ] o [50]

Vi beskriver differentialekvationens hogerled i MATLAB och féljer 16sningskurvorna med ode45
for nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som visar 16sningarna (¢, ¢(t)) och fasportritten
(p(t),w(t)) for de olika begynnelseutslagen.

>> £=0(t,u,g,L) [u(2); -g/L*sin(u(1))];

>> g=9.81; L=0.1;

>> tspan=linspace(0,1,200); phi0=30%*pi/180;
>> u0=[phi0;0];

>> [t,U]=o0ded5(@(t,w)f(t,u,g,L),tspan,ul);
>> subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1),’g’)

>> subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2),’g’)

Vi ritar med olika farger sa att vi kan se vilka 16sningskurvor som hor ihop med vilka fasportrétt.
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Fran figuren ser vi att periodlingden ckar med tkande begynnelseutslag, nagot vi sag redan i
forsta laborationen.

Uppgift 5. Lat L = 0.1 m och tag begynnelseutslagen ¢q = 10°,30°, --- ,170°. Berikna en
approximation av periodlangden T for de olika begynnelseutslagen med hjélp av ode45. Anvind
hiandelsehantering, se nedan eller 14s i hjdlptexterna (sok pa odeset) hur man gor. Rita en graf
av T som funktion av ¢y och jamfor med resultatet fran uppgift 5, laboration 1.



Men kan lata ode4b5 hantera héndelser som kan beskrivas som nollstéllen till funktioner som
beror av 16sningen till differentialekvationen. Med odeset anger vi vilken funktion som beskriver
héndelsen och detta férmedlas till ode45 enligt

opts=odeset (’Events’,Q@funevent)
[t,Ul=ode45(fun,tspan,ul,opts)

Strukturen pa héndelsefunktionen &r

function [value,isterminal,direction]=funevent(t,U)
value=

isterminal=

direction=

dér value skall ange funktionsvirdet som skall 6vervakas.

Variabeln isterminal skall ges véirdet 1 om ode45 skall stoppa da héndelsen intréffar, annars skall
den ges viirdet 0, och variabeln direction skall ges virdet +1 (-1) om bara stigande (avtagande)
mot noll skall beaktas, annars skall den ges vérdet O.

T.ex. med value=U(1), isterminal=1, direction=0 stoppar ode45 da forsta komponenten
i U blir noll for forsta gangen.

Uppgift 6. En didmpad matematisk pendel beskrivs av

{ mL @(t) = —mgsin(p(t)) —cL(t), t>0
¢(0) =0, #(0)=0

dér ¢ dr ddmpningskonstanten.

Los problemet for L = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 och nagra olika begynnelseutslagsvinklar.

3 Randvirdesproblem

Vi skall se pa metoder for att 16sa randvdrdesproblem for ordinér differentialekvation av typen

{ u(x) = flz,u,u’), a<x <b
u(a) = ga, u(b) = g

dér g, och g, ar givna vérden.

3.1 Differensmetoder

For att 16sa problemet gor vi en likformig indelning av intervallet a < x < b i ett nét
=20 < Ty < - <X <X <Xy << Tp <Tpi1=D=

dir z; =a+1ih,i=0,1,--- ;n+1 med h = z;ﬁ

Vi ersatter u” med en centraldifferens D, D_u och i hogerledet ersiatter vi ' med differensap-
proximationen Dyu. Da far vi andra ordningens approximation av alla derivator.

Uip1 — 2U; + Uiy Uiy — Uz‘—1> ;
h? 2h '
Detta resulterar i antingen ett linjart ekvationssystem Awu = b eller ett icke-linjart ekvationssy-
stem f(u) = 0. Vi skall i senare laborationer se pa hur man loser sadana system.

:f<'ri7ui7 :1727"'777'
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Som exempel tar vi: Stationdr virmeledning i en isolerad stav med en varmekélla

X

0 I

Temperaturen u(z) beskrivs av randvérdesproblemet

{ —ru'(z) = f(z), 0<x <L
u(0) = go, u(L) = gr
dér go och gy &r temperaturen i stavens dndpunkter, x dr stavens termiska diffusivitet och f(z)

ar varmekallan.

Infér natet z; = th, ¢ = 0,1,---,n+ 1 med h = n%rl pa 0 < z < L och lat u; beteckna
approximationer av u(x;), 1 =0,1,--- ;n+ 1.

Ersitt u”(x;) med centraldifferenskvoten

Uil — 2U; + Uiy
12

DD _u(x;) =
i de inre ndtpunkterna z;,i = 1,--- ,n, och vi far
I‘{,(—Ui+1 + QUZ — ui—l) = th(ZL‘Z) Z = 1, 2, R 1

Med matriser kan detta skrivas Au = b med

2 —1 i I Uy ] [ %2f($1)+90 |
-1 2 -1 Us B2 f (@)
A= et ;U= ; , b= :
-1 2 -1 Up—1 B f(2n1)
i -1 2] [ Un | () + oL |

Matrisen A &r exempel pa en gles matris, det &r stora matriser (manga obekanta) med fa nollskilda
element (fa kopplingar). Var matris kallas &dven for en bandmatris eller tridiagonal matris. Glesa
matriser bildar vi med sparse (allmén gleshetsstuktur) och spdiags (bandstruktur).

For vart exempel bildar vi en vektorer fylld med 1:or, dérefter placerar vi in denna vektor (mul-
tiplicerad med 2 respektive -1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=30; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2*xett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sétts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2*ett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, dédrav n,n allra sist.

Nér vi har bildat hogerledsvektorn b 16ser vi med backslash (\). Nar matrisen &r lagrad som gles
matris kinner MATLAB av att det och losningen av ekvationssystemet gors effektivt med metoder
som tar vara pa gleshetsstrukturen.

Uppgift 7. Lat kK = 2, L = 1, go = 40, g, = 60 samt f(z) = 200 exp(—(z — 5)2) Los
véarmeledningsproblemet och rita upp l6sningen. Tag n = 30.
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3.2 Inskjutningsmetoden

Ett annat sétt att 16sa randvérdesproblem &r att skriva om dem som system av forsta ordningen

u' = f(r,u), a<z<b
{ g(u(a), u(b)) = 0 1)

Betrakta motsvarande begynnelsevardesproblem

{u’:f(x,u),agxgb @)

u(a) = s
Om vi betecknar losningen till (2) med u(z, s) sa dr denna en l6sning till randvérdesproblemet

(1) om
q(S> = g(Svu(b7 8)) =0

Detta ér ett ekvationssystem i s (linjéart eller icke-linjért beroende pa f och g), med lika manga
l6sningar som randvérdesproblemet (1).

En metod for 16sning av (1), den s.k. inskjutningsmetoden, bestar helt enkelt i att man lser
ekvationen g(s) = 0. (Varje berdkning av g kriver att man loser (2).)

Uppgift 8. Los virmeledningsproblemet fran uppgift 7 med inskjutningsmetoden.

Som exempel ser vi pa: Grinsskikt—En tunn platta dr placerad i, och parallell med, en strommande
vitska. Vitskan strommar med hastigheten u., och har viskositet v. Vi skall bestdmma hur u och
w, hastighetskomponenterna i z- respektive z-riktningen, varierar i omradet néra plattan.

Uoco Uoco

Rérelse- och kontinuitetsekvationerna ar (som vi hdmtar fran stromningsléran)

) ou _ 02
o T 5. =0
u(z,0) = w(x,0) =0, u(z,00) = U

Genom att inféra en dimensionslos koordinat n = z,/%= och strémfunktion ¢ = \/vrus f(n)
sadan att
o o

u=— och w=——
0z Ox
reduceras rorelse- och kontinuitetsekvationerna till ett randvardesproblem foér en ordinér differen-
tialekvation for stromfunktionen f(n)

f”’+%ff”:0
{ f(0) = f'(0) =0, f/(o0) =1 (3)
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Fran ekvationerna for stromfunktionen kan man hérleda féljande formler fér de dimensionslosa
hastigheterna U och W:

U S
U= =8 W = = 50r = )

Vi kan alltsa 16sa randvérdesproblemet och forutsiga hastigheterna U och W.

Om vi infor variablerna u; = f,uy = f" och uz = f” sa kan vi skriva om var ekvation (3) som ett
forsta ordningens system

u] = U
A

s (4)
/

Uz = —§U1U3

u1(0) = u2(0) =0, ug(o0) =1

Vi ersitter villkoret us(00) = 1 med us(Mmax) = 1, dar vi tagit nma.x sa stort att losningen inte
fordndras mycket om vi tar . storre. (nmq = 10 visar sig duga.)

Detta rattfardigas fysikaliskt av att hastigheten u &ar i stort sett u., langt ifran plattan.

For det till (4) motsvarande begynnelsevérdesproblemet vet vi att u;(0) = us(0) = 0. Men vi vet
inte vad u3(0) ar, detta virde masta vi ansétta.

Lat w;(n, s),i = 1,2, 3, beteckna lsningen till begynnelsevérdesproblemet

A

v, (5)
/

Us = —§U1U3

ur(0) = 15(0) = 0, us(0) = s
Vi vill vilja s sa att

q(s) = u2(Nmaz, s) —1 =10
dvs. sa att alla randvillkoren blir uppfyllda.

Vi skall alltsa 16sa ekvationen ¢(s) = 0. Varje gang funktionen ¢ skall beriknas maste man losa
begynnelsevirdesproblemet (5).

Eftersom ¢ &r en funktion i en enda variabel kan vi 16sa begynnelsevirdesproblemet (5) for en
foljd av s-varden och rita upp grafen av q.

Vi beskriver differentialekvationen och funktionen ¢(s) med respektive

function uprim=skikt(eta,u) function g=qskikt(s,etamax)
uprim=[ u(2) [eta,u]l=0de45(@skikt, [0 etamax], [0;0;s]);
u(3) gq=u(end,2)-1;

-0.5*%u(1)*u(3)];
Vi ritar grafen till ¢(s) med

>> etamax=10;
>> a=0.1; b=0.5; s=linspace(a,b,50); g=zeros(size(s));
>> for k=1:length(s)
q(k)=gskikt (s (k) ,etamax) ;
end
>> plot(s,q)
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Hér ser vi grafen av ¢(s)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
S

Vi ser att 1osningen till ¢(s) = 0 ligger mellan 0.3 och 0.35. Noggrann 16sning far vi med

>> s=fzero(@(s)qgskikt(s,etamax),[0.3 0.35])
s =
0.3320

Vi l6ser slutligen differentialekvationen fér detta s-virde och ritar upp losningen enligt

>> [eta,u]=o0ded45(0@skikt, [0 etamax],[0;0;s]);

>> f=u(1l:length(eta),1); fprim=u(l:length(eta),2);
>> U=fprim; W=0.5%(eta.*fprim-f);

>> plot(U,eta,W,eta,’g’)

10

Uppgift 9. Los randvardesproblemet

{ u +ut=1
u(0) =u(l) =0

med inskjutningsmetoden. Rita lampliga grafer.
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