CTH/GU ATERBLICK - LABORATION 2 LMA224
Matematiska vetenskaper

Linjariserad stabilitet

Vi studerade jamvikt i autonoma system av differentialekvationer i laboration 2. Da léste vi nagra
enkla jamviktsekvationer for hand, men nu har vi numeriska metoder till var hjélp. Betrakta som
exempel foljande autonoma system av differentialekvationer

{u’(t) = f(u(t)), a<t<b

dar

wo=[ o] s =[h ] = [t b bt

Vi har Jacobimatrisen

Df(u) = cos(0.5 +uy +ud) + 0.2us  2upcos(0.5 + uy + u2) + 0.2uy
N —ugsin((ug — 1)ug) —(up — 1) sin((ug — 1)ug) — 0.2uy
som vi skall anvianda for att linjarisera differentialekvationen.

Vi bérjar med att rita riktningsfilt och noll-nivakurvor till f; (gron) och fo (bla). Med fsolve
loser vi jamviktsekvationen f(wu) = 0 och jamviktspunkterna u, markerar vi med roda prickar.
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Av vilken typ dr jamviktspunkterna? Givetvis kan vi svara pa fragan genom att 16sa differential-
ekvationen upprepade ganger for lampligt valda begynnelsevillkor eller studera bilden av faltet.
Men vi skall se att vi &ven kan linjérisera differentialekvationen runt de olika jamviktspunkterna
och se pa egenvéirdena till de linjira systemen for att fa svaret.

Taylorutveckling runt u. ger

F(ue +w) =~ f(u.) + D f(u.)w



Later vi u(t) = u. + w(t) far vi en linjérisering runt en jaémviktspunkt w,
w'(t) = f(ue) + Df(u)w(t) = Df(u)w(t)
eftersom f(u.) = 0. Vi betraktar det linjira systemet
w'(t) = D f(uc)w(t)

[ en jamviktspunkt u, berdknar vi egenvérdena till D f(u,) for att avgora typen av jamviktspunkt.
Vi samlar i en tabell.

Jamviktspunkt u, | Egenvarden till D f(u.) | Typ av jamviktspunkt
(0.1720, 1.5888) —0.8999 + 2.18561¢ Spiral sanka

(0.5326, 2.2383) 3.4325, —2.8658 Sadel

(0.8180,2.9338) —0.4850 + 2.7213: Spiral sénka
(1.1902,2.9158) 2.0708, —2.8908 Sadel

(1.6536,1.8618) 0.0875 £+ 2.13321 Spiral kélla

Vi ritar in nagra losningar i riktningsféltet.
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I riktningsfalten ser vi jamviktspunkterna som gula prickar. Vi lat d&ven noll-nivakurvorna till f;
(gron) och fy (bla) vara kvar, p.g.a. deras geometriska betydelse (vilken?). Vi har ritat nagra olika
l6sningskurvor, réda och cyan in mot spiral sdnkorna, magenta mot den stabila grdnscykel. De
tva sadelpunkterna samt spiral kéllan ser vi, men har inte ritat nagra lésningskurvor ndra dem
(gor det girna sjélv).



