CTH/GU LABORATION 3 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall se pa losning av linjéra ekvationssystem Aax = b, speciellt da matrisen A &r stor och gles
vilket &r vanligt i tekniska tillampningar. Sedan ser vi pa minsta-kvadratmetoden for att anpassa
linjara modeller till métdata.

2 Linjiara ekvationssystem

Linjéra ekvationssystem med sma koefficientmatriser, 16ser vi i MATLAB med backslash-kommandot
x=A\b eller alternativt med kommandot rref enligt rref ([A b]).

Backslash-kommandot anviands ndr A &r en kvadratisk matris och vi vet att vi har en entydig
16sning. Har vi fria variabler sa anvénder vi rref som reducerar den utékade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Vid numeriska berdkningar skall man inte bilda £ = A~'b, dvs. man skall inte bilda inversen
och multiplicera med den. Det blir mindre effektivt och mindre noggrant, speciellt for lite storre
matriser.

2.1 Stora och glesa linjiara ekvationssystem

En del problem har vildigt manga obekanta och ger stora matriser. Finns det fa kopplingar blir
det manga nollor i matrisen, vi far en s.k. gles matris. Vi skall se hur MATLAB hanterar detta.
Néar val matrisen édr lagrad kinner MATLAB av att det dr en gles matris nér vi t.ex. vill berdkna
l6sningen till ett linjart ekvationssystem.

Som exempel tar vi matrisen

7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
A=1|3 0 0 0 11
1 0 0 4 O
0 -5 9 0 6

Detta dr en gles matris och en lagringsmetod &r att lagra tripplar (7, j, a;;) for de element som &r
skilda fran noll. Vi bildar en tabell 6ver nollskilda element och deras rad- respektive kolonnindex.

{ 112 23 3 44 5
J 142 31 5 14 2
75 2 -8 311 1 4 —

5 5
3 5
9 6

ot

aij
I MATLAB bildar man tre vektorer av rad- och kolonnindex samt matriselement.

>> ivec=[1 122334455 5];
>> jvec=[1 42315142 35];
>> aijvec=[7 52 -8 3 11 14 -5 9 6];



Den glesa matrisen bildas med sparse enligt

>> A=sparse(ivec, jvec,aijvec)

A =
(1,1) 7
(3,1) 3
(4,1) 1
(2,2) 2
(5,2) -5
(2,3) -8
(5,3) 9
(1,4) 5
(4,4) 4
(3,5) 11
(5,5) 6

Utskriften visar alla nollskilda element och deras plats i matrisen. Med full omvandlar vi en gles
matris till en vanlig fylld matris.

>> FA=full(A)

FA =
7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Har far vi en kontroll att vi bildat ratt matris.

Det hér var ingen stor matris, men vi ville bara visa principerna for hur man bildar en gles matris
med sparse.

Som exempel pa en tillimpning dar vi far en gles matris tar vi: Fackverk — Krafterna i de olika
grenarna av det statiskt bestimda fackverket i figuren nedan skall bestimmas da angivna yttre

krafter ar anbringade.
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Genom att ansétta kraftjdmvikt i horisontal- och vertikalled i knutpunkterna far vi ett linjart
ekvationssystem Ax = b for de sokta krafterna i fackverkets grenar. Beroende pa om vi anvénder
friliggning eller inte blir matrisen A av storleken 13 x 13 eller 16 x 16, vi har alltsa 13 eller 16
obekanta. Gor det gédrna om ni hinner.



Efter att i MATLAB ha bildat den glesa matrisen A, hogerledsvektorn b sa berdknar vi 16sningen
x med x=A\b. Eftersom matrisen &r lagrad som en gles matris kommer MATLAB 16sa ekvations-
systemet med metoder som utnyttjar gleshetsstrukturen for att mycket effektivt och noggrant
berdkna l6sningen.

Med spy (A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen &r skilda fran noll.

0 0
° ° o0 ° °
2 2 ° 00000
°
4 4 ° o0 ° °
° ° o0 [} °
6 ° 6 ° 00000
° ° °
8 ° 8 ° o0 ° °
° ° ° o0 ° °
10 ° 10 ° o0 o0 0
° ° °
12 o0 12 ) o0 ) )
o0 ° o0 ° °
14 14
0 10 0 5 10
nz =30 nz =103

Vi gor spy (inv(A)) och ser att inversen A" dr en nistan fylld matris, detta r typiskt for inversen
till glesa matriser. Detta &r ett av skélen att man inte skall bilda inverser och multiplicera med
dem, utan istéllet direkt 16sa med ldmplig metod.

Vid riktiga tillaimpningar ar 1000-tals eller 10000-tals obekanta inget ovanligt, &ven 100000-tals
obekanta forekommer titt som tétt. Da kan vi prata om stort.

2.2 Bandmatriser

Linjara ekvationssystem fran tekniska tillimpningar har ofta en matris med diagonaler av noll-
skilda element, en s.k. bandmatris. En sadan matris kan man bilda med sparse men enklare och
mer effektivt dr att anvinda funktionen spdiags.

Som ett forsta litet exempel tar vi en matris (som ni kénner igen fran laboration 2)

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0

A= 0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1

0o o0 0 -1 2

Detta &r en bandmatris med tre diagonaler (ofta kallad en tridiagonal matris). I MATLAB bildar
vi en vektor fylld med 1:or, direfter placerar vi in denna vektor (multiplicerad med 2 respektive
-1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=5; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2*ett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sétts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2xett -ett], de maste darfér vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, ddrav n,n allra sist.



Som exempel pa ett lite storre linjért ekvationssystem med en gles matris dar spdiags &r lamplig
att anvinda tar vi: Varmeledning — Vi skall berikna temperaturen pa en stalplatta dér plattans
kanter halls vid temperaturer enligt figuren.

40°C

O O O
U7z |ug |Ug

80°C O—O0—O0 100°C
Ug |U5 | Up

O—O0—0
Uy (U2 |us

20°C
Vi lagger ett gitter (grid) 6ver omradet med n = 3 punkter horisontellt respektive vertikalt och be-
tecknar temperaturerna i de sammanlagt n? = 9 olika gitterpunkterna med wuy, us, - - - , ug. Antar

vi att temperaturen i en gitterpunkt dr medelvirdet av temperaturena i de ndrmsta gitterpunk-
terna i vdster, dster, séder och norr sa kan vi skriva upp de ekvationer som ger temperaturerna.

ur = (80 + up + 20 + uy) dur —up —ug =20+ 80
Uy = 5 (uy + ug + 20 + us) Aug —ur —ug — us =20
uz = L(ug + 100 + 20 +ug) < dug — ug — ug = 20 + 100

Vi skriver pa matrisform Aw = b enligt

4 —1 0o --- Uy 20+ &0
—1 4 -1 --- Us 20+ 0

o -1 4 -- uz | — | 204100

Uppgift 1. Skriv ned alla ekvationer pa papper och gor fardigt matrisformen. Bilda matrisen
med spdiags, ungefar pa sammma sétt som i exemplet hogst upp pa sidan. Tank pa att ni inte
har -1:or 6verallt pa diagonalerna precis nedanfér och ovanfor huvuddiagonalen. Ni maste justera
matrisen ni bildat. Bilda sedan hogerledsvektorn och 16s ekvationssystemet i MATLAB. Far ni
rimliga temperaturviarden?

Néar ni ar klara med uppgiften ovan har ni forhoppningsvis kommit fram till féljande resultat:

[ 4.1 0 -1 0 0 0o 0 0 | w | [ 2 80 |
14 -1 0-1 0 0 0 0 s 0 + 0
0-1 4 0 0 —1 0 0 0 - 20 100
1 0 0 4-1 0 -1 0 0 ” 0 80
0-1 0 —1 4 -1 0-1 0 . | - 0 + 0
0 0 —1 0 -1 4 0 0 —1 - 0 100
00 0 -1 0 0 4-1 0 . 40 80
0 0 0 0-1 0 —1 4 -1 - 0 + 0
0 0 0 0 0 —1 0-1 4 - 40 100




Vi har markerat en blockstruktur, block som beskriver samband horisontellt respektive vertikalt.
Med n inre punkter i gittrets bada led far vi n x n stycken block av storleken n x n. Matrisen A
blir av storleken n? x n?. Hogerledet b blir en kolonnvektor med n? element.

Om vi viljer n storre sa far vi ett tédtare gitter och ddrmed en béttre approximation av tempera-
turen pa plattan.

Utgaende fran strukturen hos matrisen A och hogerledet b for n = 3 kan vi sluta oss till hur A
och b ser ut for allménnt n.

Hér &r ett skript som fungerar fér godtyckligt n. Testa genom att sédtta n = 3 och anvéinda full
for att se efter att resultatet blir samma som forut.

n=30; n2=n"2; e=ones(n2,1);

% Bilda A

A=spdiags([-e -e 4*e -e -e],[-n -1 0 1 n],n2,n2); Y% Bra borjan, men vi har fatt

for k=n:n:(n-1)*n % nagra -1:or dar det skall vara O:or (réda i matrisen ovan)
A(k,k+1)=0; % justera diagonal +1
A(k+1,k)=0; % justera diagonal -1

end

% Temperaturen pa kanterna (nedre, Ovre, vanstra, hogra)

g1=20*ones(n,1); g3=40*ones(n,1); g2=80%ones(n,1); g4=100*ones(n,1);

% Bilda b

b=[gl % Block med kédnd temp fran nedre kant ovanfdr
zeros((n-2)*n,1) % n-2 block med O:or och
g3]; % underst block med kdnd temp fran ovre kant
for j=1:n
j1=(j-1)*n+1; % Forsta index for block j och
jn=j*n; % sista index for block j

b(j1)=b(j1)+g2(j); % Addera i bdérjan av varje block och
b(jn)=b(jn)+g4(j); % i slutet av varje block

end

% Berakna u, dvs 16s Au=b

u=A\b;

Hér ser vi gleshetsstrukturen for A da n = 3, dvs. da A ar en 9 x 9-matris, och da n = 30, dvs.
da A &r en 900 x 900-matris. Vi ser att vi har glesa matriser och forstar varfor man kallar dem
bandmatriser. Utskriften av nz ger antal element skilda fran noll.

0 0
°
2 e o o ) 200
o o °
4 e ° 400
° ° °
6 ° ° °
° 600
8 ° o o
° o o 800
10
0 5 10 0 200 400 600 800
nz = 33 nz = 4380



Motsvarande inverser ar fyllda matriser. Bara att multiplicera med dem &r kostsamt (da n ar lite
storre), for att inte tala om att berikna dem. Aven lagra sa mycket data i onodan ar dumt.

0 0
e e 06 0o 0 0 0 0 o
2/ © © © © © © © o o 200
e © 06 0o 06 0 0 0 o
4 © © © © © © © o o
400
e © 0 0o 06 0 0 0 o
6f © © © © ©¢ ©¢ © o o
e © 06 ¢ 0 0 0 0 o 600
8 e 6 06 06 06 0 0 o o
e e e 0606 0 0 0 o 800
10
0 5 10 0 200 400 600 800
nz = 81 nz=810000

Hér ser vi beriikningstider (sekunder pa typisk labdator) for olika .

Gittertathet n 3 10 20 30 60 100
Antal obekanta n? 9 100 400 900 3600 10000
Gles u=A\b 0.001 0.002 0.002 0.003 0.01 0.03
Fylld u=A\Db 0.00008 0.0004 0.008 0.03 1.2 26.3
Invers u=inv (A) *b 0.00008 0.0009 0.01 0.2 14.0 290

Vi ser att da matriserna blir lite storre ar det viktigt att utnyttja glesheten hos matriserna.

Vi skall se rita upp temperaturen U(z,y) i de tva variablerna x (ldget horisontellt) och y (laget
vertikalt), se figuren nedan. Motsvarigheten till en funktionskurva, som vi ritar med plot, blir en
funktionsyta, som vi ritar med surf. Ytans nivaer (isotermer) ritar vi med contourft.

For att rita plattans temperaturer maste vi géra en rekonstruktion. Vi har placerat temperaturen
i de olika gitterpunkterna i en kolonnvektor u och vi skall bilda en matris U for att efterlikna
plattan enligt

80 40 40 40 100

80 Uy Ug  Ug 100
80 Ug U5z Ug 100
80 Uy Uz U3 100

80 20 20 20 100

Vi har satt in plattans kanttemperaturer som ram i matrisen och i mitten fyllt pa med tempera-
turen i de olika gitterpunkterna. Sa héar gor vi i MATLAB

% rekonstruktion -- bilda matris U med u-védrden pa plattan
U=reshape(u,n,n)’; % Har styckar vi upp u
U=[g2(1) g1’ g4(1)

g2 U g4

g2(n) g3’ g4(n)]l;
% plottning -- rita upp matrisen U



L=1; h=L/(n+1); x=0:h:L; y=0:h:L;
figure(1)

surf (x,y,U)

xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’U(x,y)’)
figure(2)

contourf (x,y,U,20)

axis equal, axis tight, colorbar
xlabel(’x’), ylabel(’y’)

Hér ser vi resultatet av den berdkning dar vi tog n = 30.

100

U(x.y)
3

—-Oo

Vi ser hog temperaturen som rétt och lag temperatur som blatt. Isotermerna ser vi till hoger, dér
stapeln ger en Gversédttning mellan farg och temperatur.

2.3 LU-faktorisering

En matris A kan alltid faktoriseras som PA = LU, déir P &r en s.k. permutationsmatris som
ordnar om raderna i A pa lampligt sétt, L ar en nedat trianguldr matris med ettor pa diagonalen
och U é&r en uppat triangular matris. Lés i Lay kapitel 2.5 hur man LU-faktoriserar en matris A
med systematisk Gauss-elimination. (For enkelhets skull antas att inga radbyten behovs.)

Man kan 16sa ett ekvationssystem Ax = b genom att forst faktorisera A pa formen PA = LU,
dérefter 16sa systemet Ly = Pb (framatsubstitution), for att sedan avslutningsvis losa systemet
Ux = y (bakatsubstitution).

For en fylld matris krédver faktoriseringen ~ %3 operationer medan losning av de trianguldra

. 2 . . .
systemen kréver endast ~ % operationer vardera. Vi observerar att om man har flera olika
hogerled men med samma matris, sa gors LU-faktoriseringen en gang och arbetet per hogerled

blir sedan endast ~ n? operationer.

En matris A som ar symmetrisk, dvs. A7 = A, och positivt definit, dvs. 7 Az > 0 for alla x # 0,
kan faktoriseras A = CTC, dir C &r uppat triangulir. Detta kallas for Choleski-faktorisering
och kréaver for en fylld matris ~ %3 operationer.

For glesa matriser beror antalet operationer pa hur gles matrisen ar och vilken gleshetsstruktur
den har, men det géller alltid att faktoriseringen &r det mest arbetskravande.

Med MATLAB berédknas faktoriseringarna enligt [L,U]=1u(A) respektive C=chol(A) oavsett om
matrisen ar fylld eller gles.



3 Minsta-kvadratproblem

Ett ofta forekommande problem inom teknik och vetenskap &r modellering av data, dvs. att
koppla samman métdata med en formel eller kurva som man vill verifiera eller bygga upp.

Som exempel tar vi det klassiska problemet att anpassa en rét linje y = a + bt till givna méatdata

(ti,yi), i = 1,---  n. Hur skall vi viilja @ och b? Vi kan ju inte fa den réta linjen att ga igenom
mer dn hogst tva punkter. Problemet vi skall 16sa dr foljande 6verbestamda ekvationssystem
a+bty =1y L 4 (%
a + btg = Y2 ]_ tQ a _ Y2
: SR I NN R
a+bt, =y, 1 t, Un
—_—— ~—
A x Yy

Grundidén i minsta-kvadratmetoden &r att projicera vektorn y ortogonalt pa kolonnrummet
Col(A) och sedan 16sa ekvationen Ax = p déar p &r projektionen. Vi far da en 16sning & dér
avstandet | Az — y|| dr det minsta mojliga och véljer vi nu a = 21, b = &5 sa har vi minimerat
summan av kvadraterna pa avvikelserna:

n

Z(a +0t; —y;)?

i=1
Losningen & till problemet Ax = p ovan séges vara minsta-kvadratlosningen till det ursprungliga
ekvationssystemet Ax = y och ges som losningen till normalekvationen

ATAx = ATy
Det kvadratiska medelfelet, den genomsnittliga avvikelsen, ges av
e = | A% — yll/v/n
dér n dr antalet métdata.

I praktiken bildar man séllan normalekvationen, utan man gor en s.k. QR-faktorisering av A
sa att A = QR, dar @ har ortonormala kolonner och R &r kvadratisk och uppat triangulér.
Minsta-kvadratlosningen berdknas sedan som losningen till systemet Rx = Q”y. Lis om detta i
Lay kapitel 6.5.

MATLAB berdknar 16sningen pa detta sidtt om vi anvinder backslash-kommandot enligt x=A\y.
Notera att vi skriver pa samma sétt som néar vi loser ett vanligt kvadratiskt ekvationssystem.

Lat oss bestdmma den réta linje som i minsta-kvadratmening ar bast anpassad till foljande data:

t| -1 0O 1 2 3 4 6 7
y|-075 03 3 4 56 7 64 84

I MATLAB bildar vi A, t och y samt berdknar @ enligt

>> td=[-1 012346 7]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; a=x(1); b=x(2); % Minsta-kvadratldsningen
>> n=length(td); % Antalet matdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet



Vi kan nu rita upp foljande figur
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodrita strackorna.

3.1 Allmén formulering

Vi skall nu bestamma den kurva

y=cifi(t) + cafolt) + -+ crfiu(t)

dar f1, fa, -+, fr ar kidnda funktioner, som i minsta-kvadratmening ar bast anpassad till givna
métdata

t | t1 to - i,

Y| Y Yo - Yn

Matrisformuleringen av det ¢verbestdmda ekvationssystem vi intresserar oss for ges av

t t 131 C1 Y1

I I R X D e S s
to f w) Jle] Lo

A (desigI;Irnatrisen) Y

Lat oss aterga till vart forsta exempel ovan och istéllet anpassa ett andragradspolynom
Yy =cC + Cgt + Cgt2

till givna métpunkter.

Hir ér fi(t) =1, fo(t) =1, f3(t) = t* och designmatrisen A och minsta-kvadratlésningen skapas
i MATLAB pa liknande sitt som tidigare

>> td=[-1 012346 7]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 3 4 5.6 7 6.4 8.4]17; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td td."2]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; % Minsta-kvadratldsningen
>> n=length(td); % Antalet matdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet



Vi kan nu rita figuren
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Ater minimerar vi summan av kvadraterna pa de lodrita strickorna, men nu far vi en béttre
anpassning. Det kvadratiska medelfelet blir betydligt mindre.

Uppgift 2. Tabellen nedan visar medeltemperaturen under tidsperioden 1961-1990 for arets tolv
manader i Géteborg,.

Manad 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Temp °C | -0.9 -0.9 2.0 6.0 11.6 155 16.6 16.2 128 9.1 44 1.0

Eftersom detta ar ett periodiskt forlopp skall vi anpassa foljande modell till métdata:
y(t) = ¢1 + ¢ cos(wt) + c3 sin(wt)

Valj ett lampligt virde pa w (tdnk pa periodlangder) och bestdm ¢, ¢ och ¢3 med minsta-
kvadratmetoden. Rita grafen av funktionen y(t) och rita ut métdata i samma bild sa att man kan
se om modellen ansluter vél till métdata.

Uppgift 3. Varmeforlusten hos den som vistas i kyla beror inte enbart pa temperaturen, utan
aven pa hur mycket det blaser.

L5110 6 0 -6 -10 -16 -26 -30 -36
219 5 -2 -9 -14 -21 -33 -37 -44
6 7 2 -5 -13 -18 -26 -38 -44 -51

107 6 1 -7 -15 -20 -28 -41 -47 -55

141 6 0 -8 -16 -22 -30 -44 -49 -57

8y 5 -1 -9 -17 -23 -31 -45 -51 -59

Tabellen ovan visar vilken effektiv temperatur det blir vid olika temperaturer ¢ [°C] och vindhas-
tigheter v [m/s].

(a). Pa data-filen avkylningseffekt.mat pa kurshemsidan finns tabellen lagrad i tre variabler
t, v och ET. Hamta data-filen och ladda in i MATLAB med load(’avkylningseffekt’).

(b). Anpassa en linjar modell y(,v) = ¢; + cot + c3v till data med minsta-kvadratmetoden. Rita
ut data med markorer och ett plan som beskriver modellen.
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3.2 Import av data

For att hantera méatdata behover man bl.a. kunna hantera olika fil-format. Fér import av data
har MATLAB en Import Wizard.

File Edit Miew Go Favorites Deskiop Window Help &
| T o+ & | € o % & « mporing Data » Importing Scientific Data Files » -
Comtents | Search Resuts | Importing Scientific Data Files B
6% MATLAB =] |
G- [ Cetting Started | | [On this page...
=& User's Cuide ; 7 7
Desktop Tools and Development B Import?nq Cormmor Data File Forrnat (COF) Files .
E-Data Import and Export Importing Metwork Commaon Data Form (netCOF Files
E-Importing Data Importing Flexible lmage Transpeort System (FITS) Files
H-Recommended Methods for Importing Hierarchical Diata Format (HDFS) Files
F-Importing MAT-Files [i Importing Hierarchical Data Format (HDF4) Files
F-Importing Text Data Files
#-Importing XML Documents Importing Common Data File Format (CDF) Files
E-Importing Excel Spreadshee CDF was created by the Mational Space Science Data Center (N3SDC) to provide a
E-Imperting Scientific Data Fil self-describing data storage and manipulation format that matcheas the structure of
~Importing Cemmeon Datal scientific data and applications (i.e., statistical and numerical methods,
mporting Metwork Com visualization, and management). For more information about this format, see the
mporting Flexible Image CDF Web site.
mporting Hierarchical D MATLAE provides two ways 1o accass COF files: a set of high-lewvel functions and a
~Imperting Hierarchical D package of low-level functions that provide direct access to the routines in the COF
#-Importing Images C APl library, The high level functions provide a simpler interface to accessing COF
B-lmporting Audio and Video files. However, if you require more control over the import operation, such as data
#-Importing Binary Data with | subsetting for large data sets, use the low-level functions, The following sections
i Exporting Data provide more information,
#-Memory-Mapping Data Files = High-Level COF Import Functions
nternet File Access v = Using the COF Library Low-level Functions to lmport Data
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Vid behov ldser man lampligen mer om detta i Helpdesk.
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