CTH/GU LABORATION 4 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall 16sa egenvirdesproblem for matriser och egenvirdesproblem for differentialekvationer
med randvérden. Sedan skall vi se lite pa berdkningsmetoder. Avslutningsvis skall vi anvinda
l6sningar till egenviardesproblem for att studera begynnelsevirdesproblem for linjara system av
differentialekvationer u' = Au.

2 Egenvirdesproblem foér matriser

Vi skall se hur man i MATLAB loser egenvirdesproblemet Av = Av for matrisen

5 1 7
A=|1-2 9
8 3 1

Vi beskriver matrisen och berdknar egenvirden samt egenvektorer med

> A=[517; 1 -29; 8 3 1];
>> [V,Dl=eig(A)

vV =
-0.66688 -0.37769 -0.22509
-0.43616 0.90902 -0.82741
-0.60418 0.17615 0.51451

D =

11.996 0 0
0 -0.6715 0
0 0 -7.32449

Vi kommer da finna egenvektorerna som kolonner i matrisen V med motsvarande egenvirden pa
diagonalen i diagonalmatrisen D. T.ex. tredje egenvektorn ges av V(:,3) och tillhérande egenvérde
ges av D(3,3).
Vi kontrollerar att Avs = A\3v3 genom att bilda
>> r=A*V(:,3)-D(3,3)*V(:,3)
r =

-6.6613e-16

0
0

som i praktiken ar nollvektorn.

Uppgift 1. Beridkna egenvektorer och egenvirden till foljande matriser. Kontrollera genom
inséttning att berdkningarna &r korrekta.

15 9 2 -1 0 3 21
(a. |20 5 (b). |-1 2 -1 (). |0 85
3 7 11 0-1 2 7 -4 1



3 Egenvirdesproblem for differentialekvationer
Vi har tidigare sett pa randvérdesproblem for ordinér differentialekvation av typen

u'(z) = flz,u,u'), , <x <m
u(xy) = Uq, u(xp) = up

och ett specialfall ar linjdra randvardesproblem, dvs. sadana problem som kan skrivas

{ u'(z) + a(x)u' (z) + b(z)u(z) = f(x), 2o <z <
w(ry) = Uq, u(xy) = up

Vi skall nu se pa linjara egenvdrdesproblem for ordinér differentialekvation

{ u'(z) + a(x)u'(z) + b(x)u(z) = Au(z), z, < x < x,
u(z,) = u(xp) =0

De losningar u(x) vi soker ar skilda fran nollfunktionen (dvs. u(z) &r inte 0 for alla x) och kallas
egenfunktioner och talen \ kallas egenvdrden precis som for matrisproblemen.

Som exempel har
u'(x) = du(z), 0 <z <1
u(0)=u(l)=0

foljande egenfunktioner och motsvarande egenvirden
up(r) = Bysin(knz), A\, = —k*n%, k=1,2,---
Lagg marke till att vi har odndligt manga losningar.

Som exempel pa en tillampning tar vi: Euler kndckning. Utbdjningen u hos en ledlagrad stav av
lingd L som belastas med lasten P beskrivs av foljande egenvirdesproblem for ordinér differen-

tialekvation
{ —FIu"=Pu, 0<z<L

u(0)=u(L)=0
dér E1 &r bojstyvheten.

Givetvis kan vi skriva upp en formel f6r 16sningen, men om bojstyvheten inte konstant skulle det
vanligtvis inte ga. Dérfor skall vi se pa differensmetoder som alltid ger en (numeriska) losningar.

Vi diskretiserar problemet genom att inféra en ekvidistant indelning av intervallet och anvénda
en centraldifferensapproximation av derivatan.



Later vi u; beteckna approximationen av u(z;) far vi

_ui+1+2ui_ui71:h2%uiu 221727 v
Uy = Up41 = 0
Med matriser kan detta skrivas
Au = \u
dar _ ~ _
2 —1 U1
—1 2 —1 Us p
A= . . . = . A= h2—
. . ) u . b E[
—1 2 —1 U1
—1 2 Up,

Egenvektorns olika komponenter u; kommer beskriva vertikala forskjutningen hos staven, fran
neutralldget, for de olika x;-vérdena.

Uppgift 2. Los egenvirdesproblemet for L = 1 och EI = 1 genom att lagra matrisen som
en gles matris med spdiags och 16sa med eigs, den glesa varianten av eig. Bestdm de tre
minsta egenviardena, motsvarande de tre ldgsta kritiska lasterna, och rita ut egenvektorerna,
motsvarande forskjutningarna av staven for respektive kritisk last. Skriv dven ut de kritiska
lasterna P = AET/h*. Lis allra forst hjilptexten for eigs. Tag n = 50 inre nodpunkter.

4 Berikningsmetoder

For vanliga fyllda matriser finns numeriska metoder som beridknar alla egenvirden och egenvek-
torer pa en gang. En av dessa bygger pa upprepad QR-faktorisering och det &dr den som eig i
MATLAB anvéander. Nar det géller stora glesa matriser dr det néstan alltid nagra fa egenvérden
och motsvarande egenvektorer man vill berdkna. Det finns ett antal olika metoder och gemensamt
for dem &r att de bygger pa antingen den s.k. potensmetoden eller pa den s.k. inversiteration. Lés
i Lay kapitel 5.8.

4.1 Potensmetoden

Om v dr en egenvektor till matrisen A sa kan motsvarande egenviarde A\ berdknas genom att man

bildar den s.k. Rayleigh-kvoten
\ vl Av

vl
Potensmetoden gar ut pa att man bildar en f6ljd av vektorer

Uk+1 :Auka k:0717
som forhoppningvis konvergerar mot en egenvektor till A. Rayleigh-kvoterna

ul Auy,
O =

ul uy

ger da approximationer av motsvarande egenvérde.



Berdkningarna av steget i potensmetoden och Rayleigh-kvoten bryts lampligen upp i féljande
delsteg;:

(1), wi =wug/ || ur]
(3) O = w%ukﬂ

Normaliseringen i forsta steget gors for att undvika Gverspill, normen pa vektorerna kan annars
vixa enormt. Metoden startas med att vi tar uy som en slumpvektor.

Antag att for egenvirdena A; till A géller |A| < --- < |\,_1] < |A\y] och att motsvarande
egenvektorer v;, 1 = 1,2,---  n ar linjart oberoende.

Da kan ug skrivas som en linjdr kombination av dessa egenvektorer

n
Uy = E ;5
i=1

Nu géller att
n n
uk — Auk*l fr— AQ'U/k—2 e AkuO — Z O[ZAk;’UZ = ZO(Z)\?UZ
=1 =1

dér vi har utnyttjat att Av; = \;v;. En omskrivning ger

o (A
_ k S A _
Up = ap, ('vn + z; o (An) vl>
Eftersom A\, &r det till belopp storsta egenviardet kommer (i‘—;)k — 0 da kK — oo, och diarmed

kommer u; att ga mot ozn)\ﬁ'vn, dvs. up kommer att konvergera mot egenvektorn w,, tillhérande
det till belopp storsta egenvérdet \,. Vidare giller att o — A, da k — oo.

Uppgift 3. Anviand potensmetoden for att bestimma egenvektorn sammanhorande med det till
belopp storsta egenvirdet till matrisen

5 1.7
A=|1-2 9
8§ 3 1

Kontrollera med eig att du far rétt resultat. En startvektor kan du bilda med randn, som ger
normalfordelade slumptal.

4.2 Inversiteration

Med potensmetoden kan vi bestdmma det till belopp storsta egenvérdet och motsvarande egen-
vektor. For att bestdmma ett annat egenvirde och motsvarande egenvektor kan vi utnyttja att
om A har egenviirdena \;, i = 1,2, -+, n sa har matrisen (A — uI)~! egenviirdena (\; —pu)~'. Sa
det egenviirde till (A — pI)~! som ér till belopp storst ér det egenviirde till A som ligger ndrmast
p. (Se uppgift 3, riknedvning 4.) Vi kan darfor om vi vill bestimma det egenvérde som ligger
niarmast p genom att anvinda potensmetoden pa matrisen (A — pl )*1.



Inversiterationsmetoden kan nu formuleras: Bestam ett skift ;o néra det stkta egenvérdet \; och
lat ug vara en startvektor, upprepa for k = 0,1, -

(1). wi = wp/ [Ju

(2). (A—plupyy = wy

(3). o = wlugy
Nu kommer o}, att konvergera mot (\; —p) ™', sa \; approximeras av i+ 1 /0y, och uy konvergerar
mot v;. I andra steget skall man ju 16sa ett linjért ekvationssystem for w1, da gér man givetvis

sa att man LU- (eller Choleski-) faktoriserar matrisen A — I en gang och anvénder sedan dessa
faktorer vid upprepad l6sning av systemen.

Uppgift 4. Anvind inversiteration for att bestdmma egenvektorn sammanhorande med det till
belopp minsta egenvérdet till matrisen i uppgift 3. Tag skiftet ;. = 0 och 16s ekvationssystemet i
steg (2) med backslash-kommandot (\). Kontrollera med eig att du far rétt resultat.

Uppgift 5. Vi ser ater pa Euler knéickning fran uppgift 2. Bestdm den ldgsta kritiska lasten och
motsvarande utbdjning med inversiteration. Det récker med n = 30 nodpunkter for att ge en
hygglig approximation av egenfunktionen motsvarande lagsta egenvérdet. Anvand skiftet p = 0,
eftersom det ar egenvirdet ndrmast noll vi vill bestdmma.

5 Linjara system av ODE

I en tidigare laboration sag vi pa allména system av differentialekvationer med begynnelsevillkor

u' = f(t,bu), a<t<b
u(a) = u,

Nu skall vi studera 16sningar till linjdra system av differentialekvationer

u=Au, 0<t<T
u(0) = ug

dar A ar en konstant matris och ug ar en konstant vektor.

Vi berdknar ldtt numeriska l6sningar med t.ex. Eulers framatmetod eller ode45 i MATLAB men
till skillnad fran de flesta icke-linjara system sa kan vi 16sa de linjédra systemen analytiskt (dvs.
exakt) med egenvirdesmetoden.

Som exempel loser vi

w=Au 0<t<T o [ 4 =5 209
u(0) = ug AT o T 26

Vi ritar riktningsfaltet

>> A=[4 -5;-2 1];

>> ul=linspace(-1,5,30); u2=linspace(-1,3,30);
>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u?2);

>> F1=A(1,1)*U1+A(1,2)*U2;

>> F2=A(2,1)*U1+A(2,2)*xU2;

>> quiver(U1,U2,F1,F2,1.5)

>> axis([-1 5 -1 3]), hold on
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En (numerisk) 16sning far vi enligt foljande:

>> F=0(t,u)Ax*u;

>> u0=[2.9;2.6];

>> [t,U]l=o0de45(F, [0 5],u0);

>> plot(U(:,1),0(:,2),’r’,’LineWidth’,2)

Vi ser hur 16sningen u(t) foljer faltets riktning i figuren ovan till hoger. Dar har vi dven ritat ut
l16sningar for nagra andra begynnelsevillkor.

Vi kan ta fram en formel for 16sningen till

u=Au, 0<t<T
u(0) = uo

Antag att A dr diagonaliserbar sa att V"' AV = D , dir D ir en diagonalmatris med egenviirdena
till A pa diagonalen och kolonnerna i V' dr motsvarande egenvektorer.

Variabelbytet w = V ~'u verfor systemet w' = Aw till det okopplade systemet w’ = Dw, dvs.

/ .
w; = \w;, 1 =1,---,n

Dessa ekvationer har l6sningarna

wi(t) = ciexp(\it), i =1, ,n

dar ¢; ar konstanter.

Om vi gar tillbaka till ursprungsvariablerna far vi

u(t) = Vw(t) = vici exp(Mt) + - - - + v,0, exp(Ant)
och begynnelsetillstandet w(0) = ug ger ¢ = V" uy.

Som ser ater pa vart exempel

{u':Au,OgtST

, B 4 =5 129
u(0) = darA—l—Q 1]’”0_[2.6}
Med MATLAB loser vi egenvardesproblemet och ritar 16sning enligt




>> A=[4 -5;-2 1]; u0=[2.9;2.6]; T=5;

>> [V,D]=eig(A)

>> t=linspace(0,T);

>> c=V\u0;

>> U=c(1)*V(:,1)*exp(D(1,1)*t)+c(2)*V(:,2)*exp(D(2,2) *t) ;

>> plot(U(1,:),0(2,:),’g’)

Lagg mérke till hur vi bygger upp U, vektorn t ar en radvektor och t.ex. V(:,1) &r en kolonn sa
att V(:,1)*exp(D(1,1)*t) blir en matris. Lings forsta raden i U, dvs. U(1,:), finner vi uy(t)-
varden for de olika t-viardena i vektorn t och pa andra raden, dvs. U(2, :), finner vi motsvarande
us(t)-vérden.

Uppgift 6. Undersok system u' = Aw for matriserna A nedan. Rita riktningsfilt och losningar
till differentialekvationen for nagra startvirden som ni hittar pa sjalva. Anvind ett lagom langt
t-intervall. Matriserna har reella egenvirden. Nar utgor origo en kdlla (alla 16sningar strommar
fran origo), en sdnka (alla losningar strommar till origo) eller en sadelpunkt (16sningarna gar mot
origo men avviker sedan)?

Rita i samma graf egenvektorerna till A och jamfor riktningfiltets egenskaper med egenvek-
torerna och motsvarande egenvirden. Forklara sambandet mellan riktningsféiltet och matrisens
egenvarden och egenvektorer.

(a). A:{_?_Z} (b). Azl_g_ﬂ (). A:lg g]

Nér egenvirdena ar reella har egenvektorerna en speciell betydelse (forutom att de bygger upp
l6sningarna). Om vi ritar linjer genom origo i egenvektorernas riktning far vi en uppdelning av
fasplanet i sektorer ut fran origo. En losningskurva kan aldrig korsa en uppdelningslinje, den blir

alltid kvar 1 samma sektor.
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Har ovan har vi ritat dessa egenvektorslinjer (svarta), som delar upp planet i sektorer, fér matri-

serna fran uppgiften ovan.

Uppgift 7. Undersok systemet u’ = Aw for matriserna A nedan. Nu har vi komplexa egenvirden
sa origo kommer vara en spiralpunkt (16sningarna gar i spiral kring origo).
Rita riktningfiltet tillsammans med losningar till differentialekvationen for nagra startviirden som

ni hittar pa sjalva.

(a). A:[_é ﬂ (b). A:{:g ”



