CTH/GU LABORATION 5 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall 16sa system av icke-linjara ekvationer f(x) = 0, ddr f : R — R"™, genom att generalisera
Newtons metod. Sedan skall vi s6ka minsta eller storsta vérdet hos en funktion pa en méngd,
dvs. vi skall 16sa s.k. optimeringsproblem

min f(x) eller max f(x)

dar f : R" — R och méngden (2 dr hela eller en del av definitionsmidngden Dy. I det forsta
fallet sdger vi att vi har ett problem wtan bivillkor och i det andra ett problem med bivillkor.
Avslutningsvis skall vi berdkna dubbel- och trippelintegraler, genom att generalisera de metoder
for enkelintegraler som vi redan tittat pa.

2 Funktionsytor och nivakurvor

I envariabelanalys kan man med grafer illustrera det mesta, nédr det géller flervariabelanalys &r
det betydligt svarare (dimensionerna tar slut). Vi skall néja oss med att rita funktionsytor och
nivakurvor till funktioner i tva variabler.

En graf till en funktion i en variabel f: R — R &r méngden {(z,y): y = f(z)}, dvs. en kurva i
planet. En graf till en funktion i tva variabler f: R?* — R &r mingden {(z,y,2): 2 = f(z,y)},
dvs. en yta i rummet.

Som exempel tar vi f(z,y) = (32° — 1) sin(1 — zy) 6ver omradet —2 <z <3, -1 <y < 2.
Resultatet far vi med kommandot surf, vilket 4&r motsvarigheten till plot da vi skall rita ytor.
>> £=0(x,y) (0.3%x.72-1) .*sin(1-x.*y);

>> x=linspace(-2,3,40); y=linspace(-1,2,40);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y); Z=f(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z’), grid on
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Ser vi ytan som ett landskap sa anger fiargen pa ytan hojden Gver havet.



Ett annat sitt att askadliggéra en funktion i tva variabler f: R? — R é#r att rita nivakurvor, dvs.
méngderna {(x,y): f(x,y) = ¢}, dér ¢ dr en konstant som anger nivan.

Resultatet som vi ser ovan till hoger far vi med kommandot contour sa hér

>> contour(X,Y,Z,30)
>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)

Vi far en slags topografisk karta av funktionen om vi ser funktionsytan som ett landskap och da
blir nivan helt enkelt hojden 6ver havet. Vi far bilden ovan till hoger med

Uppgift 1. Rita funktionsyta och nivakurvor till funktionen f : R? — R dér

f(x,y) = —zy exp(=2(2® + ¢?))
over omradet —2 < x <2, =2 <y <2.

3 System av icke-linjiara ekvationer

Vi skall 16sa system av icke-linjéra ekvationer. Som exempel kan vi ta

1 (1+23) —1=0
x2(1+:p%)—220

som &r ett system av tva ekvationer i tva obekanta. Om vi infor de tva funktionerna
f1<.§L’1,.T2) = .Tl(l -+ SL’%) —1
f2<.§lf1,$‘2) = .Tg(l -+ SL’%) -2

kan ekvationssystemet skrivas

{f1(9€1,962) =0
fa(w1,22) =0

Med f = (f1, f2), © = (21, 22) och 0 = (0,0), ser vi att f: R? — R? och vi kan skriva ekvationerna
pa den kompakta formen
flx)=0

Vi skall se hur vi kan anvinda Newtons metod for att 16sa sadana ekvationer. Men vi borjar med
att rita upp noll-nivakurvorna till f; respektive fs.
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Vi ser 16sningen till f(x) = 0 som den punkt dir noll-nivakurvorna till f; och f; skir varandra.



Man kan grafiskt ldsa av en forsta approximation av 16sningen for att sedan forbéattra denna med
Newtons metod, som vi snart skall beskriva.

Vi maste borja med att i MATLAB beskriva f; och fs. For att vi skall kunna berdkna dessa med
matriser av ;- och xo-virden later vi dem bero av tva separata variabler.

>> £f1=0(x1,x2)x1.*x(1+x2.°2)-1;
>> £2=0(x1,x2)x2.*x(1+x1.72)-2;

Nu kan vi anvinda contour pa ett enkelt sitt. Eftersom contour kan ges antal nivaer eller en
vektor med nivavirden maste vi ge vektorn [0 0], ger vi bara 0 tolkas det som ingen niva.

>> x1=linspace(-1,3,30); x2=linspace(-1,3,30);
>> [X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

>> Z1=f1(X1,X2); Z2=f2(X1,X2);

>> contour(x1,x2,Z1,[0 01,’g’)

>> hold on

>> contour(x1,x2,Z2,[0 0],’b?)

>> grid on

Som resultat far vi figuren pa forra sidan.

Nér vi skall anvinda Newtons metod vill vi beskriva problemet med den vektorvirda funktionen
f och med vektorn x som variabel. Med koden

>> f=0(x) [f1(x(1),x(2))
f2(x(1),x(2))];

bildar vi denna funktion. Lagg mérke till hur vi anvinder komponentfunktionerna f; och fo samt
hur vi plockar ut z;- och xs-vérdena ur vektorn &. Med [...] ser vi till att f blir en vektor.

3.1 Linjarisering

Lat f(xy,xs) vara en differentierbar funktion i tva variabler, f: R? — R. Linjiriseringen av f
runt punkten (ai,as) ges av

L(l’l,ﬂfg) = f(CLl, CLQ) —+ ﬁ(al, a2)(a:1 — al) —+ %(al, az)(ﬂfg — a2)

61’1

och néra punkten (ay, as) har vi f(z1,x2) ~ L(xy, x9).

Det réita planet z = L(xq,x2) dr tangentplanet till ytan z = f(z1, x9) vid punkten (a;, as).



Vi later © = (21, x2), f(x) = f(x1,22) och @ = (a1, ay). Anvinder vi gradienten
' (fﬁ)} {f’ (1 902)}
Vfi(x)= "7 = |
i@ =)= e
kan vi skriva linjériseringen

L(z) = f(a) + V[(a)' (x — a)

Ligg miirke till att V f(a) och & — a #r kolonnvektorer sa V f(a)”(x — a) i#r skaldrprodukten
Vi(a) (- a)

Lat oss som exempel ta f(x) = z1(1 + 23) — 1. Da géller

of of

=1+22, —
axl (w) + x27 al‘Q

(x) = 22129
och dirmed V f(x)” = [1 + 23 2x,,]. Linjériseringen vid @ = (2, 1) blir

Lw) = fla) + V(@) @ - a) =3+ 2 4] [ 7]

ZL‘Q—l

Lat fi(x1,22) och fo(1, z9) vara tva differentierbara funktioner i tva variabler, f; : R? — R och
fo : R? — R. Linjériseringen av f; respektive fo runt punkten (ay,as) ges av

Ly(x1,22) = fi(a1,az) + —1(a1,a2)($1 —ay)+ —1(a1,a2)($2 — ay)

61’1 61’2

Lo(x1,22) = folar, az) + —2(611, as)(x1 — ay) + 8—:1;(a1’ as)(xe — as)

8361

Later vi @ = (z1,22), f(x) = (fi(x), f2(x)) och a = (a1, az) kan vi skriva

fi(a) + V fi(a)'(z - a)
fa(a) + V fr(a)" (z — a)

Ly(z)
Lg(l‘)

eller med matrisbeteckningar
L(z) = f(a) + Df(a)(z - a)
diar L(x) = (L1 (x), La(x)) och D f(x) ar Jacobimatrisen

of dfi
8—xl<w) 8—@(9‘3)
Df(x)=

dfs dfs
8—901(33) 8—@(93)

Lat oss som exempel ta f(x) = (z1(1+ 23) — 1, 22(1 + 27) — 2). DA géller

af1 . 2 afl _

o, (x) =1+ x5, s (x) = 2x129
an . af2 _ 2
—0561 (x) = 2x129, —8372 (x) =1+ x}



och darmed )
|1+ 73 2710
Df(x) = {2:101:102 1+ xf]

Linjériseringen vid @ = (2, 1) blir

L(z) = f(a) + Df(a)(z —a) = m . E ;j [xl - 2]

1’2—1

Vi generaliserar nu till godtyckligt antal funktioner i godtyckligt manga variabler. Lat f; beteckna
m funktioner i n variabler, dvs. f: R™ — R™. Vi later

X f1<1’17---,37n)
z=|:|, flx)= :
T fm(x1, ... xp)
och o7 o7
8—901(:6) ax;(:c)
Df(x) = : :
Ofpm Ofpm
a%(;c) a}in(w)

Hir dr m x n matrisen f'(x) Jacobimatrisen av f i «. Linjériseringen av f i punkten a blir

L(zx) = f(a) + Df(a)(xz - a)

3.2 Newtons metod

Nu skall vi 16sa system av n ekvationer i n obekanta

f1<SL’1,'-' 7$n) =0

fn(l’h": 71’n) =0

Om vi later @ = (z1,- -+ ,x,), f = (f1,-++, fu) och 0 = (0,---,0) sa har vi f: R" — R", och vi
kan skriva systemet pa formen

f(x)=0
Newtons metod: Antag att vi har en approximation av losningen x; och vi vill hitta en béattre
approximation x,1. Vi bildar linjériseringen av f i ay:

L(z) = f(xy) + D f (i) (2 — )
och l6ser L(x) = 0 istéllet for f(x) = 0.
Om vi later d = ¢ — x;, sa kan L(x) = 0 skrivas som ekvationen
D f(xy)d = —f ()

Detta ar ett linjirt ekvationssystem, Jacobimatrisen D f(x) dr en n X m-matris, som vi 19ser
med avseende pa d.



Nu bildar vi nésta approximation av 16sningen till f(x) = 0:
Ty =T +d

Som stoppvillkor for iterationen tar vi || @xy1 — @y || < tol. Det betyder att vi accepterar @y
om #ndringen i sista iteration #r mindre dn toleransen tol. Vi tillater maximalt k,,,, iterationer
(kmaz = 10 &r rimligt).

Nu ser vi ater pa exemplet vi borjade med. Vi har alltsa

= [0 D = [

och skall 16sa f(x) = 0. Funktionen f har vi redan beskrivit i MATLAB, aterstar att beskriva
Jacobimatrisen

2l‘1l‘2
1+ 23

>> Df=0(x) [1+x(2) "2 2*xx (1) *x(2)
2xx (1) *x(2) 1+x(1)"2 1;

Fran bilden med noll-nivakurvorna ser vi att ¢y = (0.25,2) nog dr en bra startapproximation.

>> x=[0.25;2];
>> kmax=10; to0l=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
d=-Df (x)\f (x);
x=x+d;
disp([x’ norm(d)])
if norm(d)<tol, break, end
end

0.217391304347826
0.214829670172721
0.214829232694196
0.214829232680284

1.913043478260870
1.911781803315968
1.911768811990568
1.911768811998807

0.092869605927364
0.002855484777347
0.000012998689285
0.000000000016168

Vi ser att approximationerna konvergerar snabbt.

Uppgift 2. Lat f(x) = (23 + 23 — 1, exp(x129) + 21 + 25 — 2). Lis ekvationssystemet f(x) = 0.
Rita upp noll-nivakurvorna till f; och f, for att se var ungefar losningarna (skdrningspunkterna)
ligger. Hur manga l6sningar finns det? Lis av i grafiken en forsta approximation av en losning
for att sedan forbéattra denna med Newtons metod. Rita ut 16sningen med en liten ring. Upprepa
tills du berdknat alla losningar till systemet.

3.3 Fardiga program i MATLAB

[ MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX finner vi fsolve som loser system av ekvationer. For en
sista gang ser vi pa vart exempel. Vi har alltsa

o= [ 1)

och 1 MATLAB l6ser vi med (samma startapproximation som tidigare)



>> f=0(x) [x(1)*(1+x(2)"2)-1
x(2)*(1+x(1)"2)-2];
>> x0=[0.25;2];
>> x=fsolve(f,x0)
x =
0.214829232694215
1.911768811990538

4 Optimering utan bivillkor

Vi skall bestimma max- och minpunkter samt sadelpunkter till en funktion f: R? — R. Som
exempel tar vi funktionen

ZL‘2—3I‘1+I‘1I‘2
1+ 22 + 23

f(@) = [y, 22) =

Vi ritar upp funktionsytan samt nivakurvor for att fa en kénsla for var de stationéra punkterna
finns och av vilken typ de ar.

Det ser ut som vi har tre stationdra punkter, en lokal minpunkt, en lokal maxpunkt och en
sadelpunkt.

En stationdr punkt till f(x) ar en punkt a for vilken gradientvektorn V f(a) = 0. Bestamningen
av vilken typ av stationar punkt det &r kan vi gora med hjilp av tecknen pa egenvirdena till
Hessematrisen.

I tidigare avsnitt linjdriserade vi en funktion f(x) runt a for att beskriva funktionsytans lutning,
dvs. vi gjorde en linjar modell av funktionen runt a med

f(x) = L(x) = f(a) + V[(a)' (x — a)

Nu vill vi ha en modell av f(x) runt den stationédra punkten a som beskriver hur funktionsytan
buktar (har vi en kulle, en svacka eller ett pass pa ytan), och da ger den linjira modellen inte
tillrdckligt med information.

En kvadratisk modell av funktionen f(z) runt a kommer déremot att beskriva hur funktionsytan
buktar och den modellen ges av (Taylorutveckling runt a)

fx) = f(a) + Vf(a)'(z —a)+ %(w —a) H(a)(z - a)



diar H(x) dr Hessematrisen av andraderivator

2 f 02 f
a—x%(w) EraC))
H(x) =
O f 02 f
8x2x1 r a—l‘%(w)

Eftersom a dr en stationdr punkt sa ar V f(a) = 0 och vi far att

f(@)~ fla) + 3@~ ) H(a)(@ ~ a)

Genom att berékna egenvirdena till H(a) kan vi avgora vilken typ av stationdr punkt vi har.
Ar egenvirdena positiva har vi en minpunkt, dr de negativa har vi en maxpunkt och har de olika
tecken har vi en sadelpunkt.

- . N : 2 2 :
Eftersom Hessematrisen ér en symmetrisk matris (vi har ju =24— = -/} kan H(a) diagona-
. . 81'18332 8:}328:}31

liseras av en ortogonalmatris V'

VIH(a)V =D
dér D &r en diagonalmatris med egenvérdena och kolonnerna i V' &r motsvarande egenvektorer.

Infor vi variabelbytet @ = a + Vy sa 6vergar den kvadratiska termen i Taylorutvecklingen till
diagonalform

(x—a) H(a)(x —a) = (Vy) H(a)Vy =y' V' H(a)Vy =
=y Dy = \yi + Ny
Vi ser att tecknen pa egenviirdena avgor ytans utseende, dvs. avgor typen av stationar punkt.

Uppgift 3. Betrakta funktionen f (1, z2) = 223 —32? — 6129 (21 —22—1). Rita upp funktionsytan
och nivakurvor, sa att eventuella lokala max- och minpunkter samt sadelpunkter blir synliga.

4.1 Newtons metod

Vi har sett pa Newtons metod for att 16sa system av icke-linjara ekvationer f(x) = 0. Villkoret
for en stationér punkt V f(x) = 0 ar ett sadant ekvationssystem.

Vi kan alltsa berdkna stationédr punkt till en funktion f(x) genom att forsoka losa ekvationen
g(x) =0, dir g : R? — R? med

alw) = V@) = |Fo)| = o)

T2 ::32 (.Tl’ 'TQ)
med Newtons metod. Antag att vi har en approximation @, av en stationédr punkt, dvs. en
approximation av 16sningen till g(x) = 0. Vi bildar nésta approximation av lésningen:

Tp1 =xp +h
dér h dr losning till det linjiara ekvationssystemet
Dg(xy)h = —g(w;)

Hér ar Jacobimatrisen Dg(xy) dr en n X n-matris. (Jacobimatrisen till g ar faktiskt Hessematrisen

till f.)



Ater till vart exempel. Nu maste vi finna bra startapproximationer. Vi har redan en graf av
nivakurvorna till funktionen, men for att lite noggrannare se var de stationdra punkterna ligger
ritar vi ocksa noll-nivakurvor till de tva komponenterna i gradientvektorn. Sedan kan vi ldsa av
approximationer av de stationdra punkterna och bestdmma dem noggrant med Newtons metod.
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Uppgift 4. Ater till funktionen f(zy,zs) = 22% — 327 — 621 29(2; — 25 — 1) fran uppgift 3. Berdkna
alla stationdra punkter noggrant med Newtons metod, dvs. 16s ekvationen V f(x) = 0. Avgor
sedan vilken typ av stationéra punkter vi med hjélp av egenvirdena till Hessematrisen H (x).

4.2 Steepest descentmetoden

En funktion vixer som ni vet snabbast i gradientens riktning och minskar snabbast i negativa
gradientens riktning. Vi skall soka efter minpunkter genom att utgaende fran en startapproxi-
mation rora oss i negativa gradientens riktning fér att komma ned sa snabbt som mgjligt 1langs
funktionsytan ungefiar som vi kan lata en snéboll rulla ut fér en sluttning.

Vi ser nedan till vénster nivakurvorna till var funktion. Omradet runt minpunkten ser vi upp-
forstorat till hoger. Dar har vi dven ritat ut gradienterna pa nagra stéllen. Vi ser att dessa pekar
mot det hall funktionen vixer som snabbast och vi skall alltsa ga i motsatta riktningarna.

\\\,/\\\\\
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Vi beskriver nu steepest descentmetoden. Antag att vi har en approximation xp av en lokal
minpunkt, bilda nésta approximation enligt:

L1 = T — ska(a:k)

dér sy, dr en konstant som avgor hur langt vi gar i riktningen —V f(xy).



Vi viljer sy sa att f(xy — s,V f(xr)) < f(xy), vilket garanterar att funktionsvirdet minskas.

Ett bésta (optimalt) val av s ar sadant att

9(s) = fley — sV f(xr))
minimeras, vilket leder till ett optimeringsproblem i variabeln s.

Vi ser hur det gar da vi anviander steepest descentmetoden med optimalt s,-véirde for tva olika
startapproximationer av minpunkten. Riktigt daliga approximationer sa att vi skall fa se hur
metoden stegar sig fram.

/

0 Ol’
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:172‘2' xg‘z
-3t -3t
—4} —4}
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x1 Z1
Startpunkten x, dr markerad med gront och foljande punkter x;, x5, - - - med rétt.

Vi lamnar @, med rit vinkel mot nivakurvan som gar genom punkten (gradienten vinkelrét
mot nivakurvan) och tar ett steg lings —V f(xy) tills vi tangerar en nivakurva (sedan borjar
funktionen vixa igen), dar har vi nésta approximation @y, .

Vill man istéllet soka en lokal maxpunkt gar man antingen i positiv gradientriktning (steepest
ascent) eller sa anvinder man steepest descent pa — f(x).

Uppgift 5. Betrakta funktionen f(xy,15) = 2229 exp(—(2? + 23)). Rita upp funktionsytan och
nivakurvor, sa att eventuella lokala max- och minpunkter samt sadelpunkter blir synliga. Anvénd
sedan steepest descentmetoden for att berdkna lokala max- och minpunkter. Vilj stegléngd genom
att minimera g(s) = f(xy — sV f(xx)) med fminbnd. Lis forst hjalptexten for fminbnd.

4.3 Fardiga program i MATLAB

I OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB finns fsolve for att 16sa icke-linjéara ekvationssystem och
fminunc f6r minimering av funktioner i flera variabler. Fér funktioner vi vill minimera men som
inte dr derivarbara finns fminsearch. Vill vi minimera en funktion i en enda variabel anvénder
vi fminbnd.

Minimering av funktionen i uppgift 5 med fminunc kan se ut sa hér:

>> £=0(x)x (1) "2*x(2)*exp (- (x(1) "2+x(2)"2));
>> x0=[1;-1];
>> x=fminunc(f,x0)

Uppgift 6. Betrakta funktionen f(z,y) = 2 + 3xy* — 152 + y* — 15y. Bestdm alla stationira
punkter till f och avgor deras typ. Anvind fsolve och eig. Bestdm ocksa eventuella min- eller
maxpunkten med fminunc pa lampligt sitt.
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5 Optimering med bivillkor
Vi skall se pa l6sning av optimeringsproblem med bivillkor

min f(x) eller max f(x)

dér ar 2 en méangd som begréansas av bivillkor.

Vi antar att méngden (2 kan beskrivas pa foljande sétt.
Q={xeR": g(x) <0, h(x) =0}

dér g : R® — R™ och h : R" — RY.

Har kallas f ofta for objektfunktion och (2 for tillatna mdngden. Bivillkoret g(ax) < 0 kallas for
olikhetsbivillkor och h(x) = 0 kallas for likhetsbivillkor.

Som exempel ser vi pa minimering eller maximering av

f(a,‘)— I2—3I‘1+5L’1I2
142?42

da 2 ar ett rektanguliart omrade.

Vi ritar en figur dér vi ser funktionsyta och nivakurvor samt tillatna méangden.

Vi ser att vi maste undersoka stationdra punkter, men ocksa titta pa randen av omradet. Det ser
ut som vi har en minpunkt i det inre av {2 och en maxpunkt pa randen av f2.

5.1 Féardiga program i MATLAB

[ OpTiMIZATION TOOLBOX finns funktionen fmincon som &r avsedd for optimeringsproblem med
icke-linjar objektfunktion och icke-linjéra bivillkor.

Objektfunktionen kan beskrivas som en anonym funktion eller med en funktionsfil.

Icke-linjara bivillkor maste beskrivas med en funktionsfil. Bivillkor som ar linjara beskrivs med
matriser och vektorer, Ax < ¢ for olikhetsbivillkor och Bx = d for likhetsbivillkor. Med I < o <
u ges enkla grianser pa variablerna. Skulle en variabel t.ex. z; inte vara begrinsad nedat (uppat)
sa later vi [; = —oo (u; = +00).

11



Vi maste ocksa ge en startapproximation xy och fmincon anvénds enligt
x=fmincon(@fun,x0,A,c,B,d,1,u,@nonlcon)

Som exempel tar vi: Minimera platatgangen vid tillverkningen av en burk med radien x; och
hoéjden x5, givet att den skall rymma volymen V' = 1.

Arean av burkens yta dr A = 27,25 + 2m2? och dess volym dr V = wzix, si vi skall 16sa

hI(n%nof(:I:), dir f(x) = 2mw1my + 2727 och h(x) = matay — 1

€)=

Vi ritar en bild med nivakurvor till objektfunktionen samt noll-nivakurvan till bivillkoret, sa att
vi ser var bivillkoret &r uppfyllt.

>> x1=1linspace(0,1,40); x2=linspace(0,2,40); [X1, X2]=meshgrid(x1l,x2);
>> F=2xpi*X1.*(X1+X2); H=pi*X1l."2.%X2-1;

>> contour(x1,x2,F,30), hold on

>> contour(x1,x2,H,[0 0],’r’,’linewidth’,4)

0. \ssiii\\\
0 " " h h
0.2 0.4 0.6 0.8
€1

N

T2
-t (6]

[¢)]

0

Vi ser att 0.5 < z; < 0.6 och 0.8 < x9 < 1.2, det blir vara enkla granser. Nu beskriver vi
objektfunktion och bivillkor enligt

function f=fun_burk(x)
f=2xpi*xx (1) *(x(1)+x(2));

function [g,h]=con_burk(x)
g=1[1; % Vi har inget olikhetsbivillkor
h=pi*x (1) "2*x(2)-1;

Léaser av en approximation av de optimala virdena pa radien z; och héjden x5 och loser sedan
problemet noggrant med fmincon.

>> x0=ginput (1) ;

>> 1=[0.5;0.8]; u=[0.6;1.2]; % Enkla grénser for x
>> x=fmincon(@fun_burk,x0,[],[],[],[],1,u,@con_burk)
X =

0.5419 1.0839

Bivillkor som inte finns med i vart aktuella problem ersattes med tomma méngder.
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6 Dubbelintegral

Enkelintegralen fab f(x) dx 6ver ett intervall betraktade vi i en tidigare laboration. Vi gjorde en
likformig indelning av intervallet a < x < benligt: a =20 < 11 < T2 < --- < xp_1 < T, = bsa
att vi fick n lika langa delintervall z; ; < x < x; med samma bredd Az = b=a

Vi approximerade f(x) med f(x;_1) i intervallen z; ; <z < x; och fick vénster rektangelregel

[rra =3 [ wdexy fas

Ti—1

Nu skall vi upprepa samma resonemang fér dubbelintegralen
/ / fla,y)dA
R

Forutom indelning av intervallet a < x < b, gor vi nu &ven en likformig indelning av intervallet
c <y <d enligt

dir R={(z,y): a <z <b, c<y<d}.

c=Yo <Y <Y< <Y1 <Yn=4d

sa att vi far m lika langa delintervall y,_; <y < y; med samma bredd Ay = %.

Vi far ddrmed en indelning av omradet R i nm stycken likformiga sma rektanglar R; ; = {(z,y):
i <z <, Y1 <y <y;} som har arean AA = AzAy var och en.

Om vi approximerar f(z,y) med f(z;_1,y,-1) pa omradet R; ;, far vi vinster rektangelregel

for dubbelintegralen
[ tanar=33" [[ ey aa
R Ri

i=1 j=1

m

~ Z Z f(wisi,yj-1) AA

i=1 j=1

\\‘
e
“ft'lp

PO =D WO O
PO =N W DO O

Vi approximerar varje liten delintegral med volymen av ett rdatblock vars bas har arean AxAy
och som har hojden f(z;_1,y;—1) och sedan summerar vi alla bidragen.
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Om vi istdllet approximerar f(z,y) med f(z;,y;) far vi héger rektangelregel for dubbelinte-

gralen
/ﬁf@wﬂAzﬁffj[@j@wMA

i=1 j=1
~D. D flaiy) AA
i=1 j=1
Slutligen sa far vi ett betydligt noggrannare resultat med mittpunktsregeln, dar vi berdknar

héjden mittpunkten i varje delrektangel, och trapetsregeln som vi far genom att ta medelvardet
av hojderna (funktionsvérdena) i alla fyra hornpunkterna i varje delrektangel.

Uppgift 7. Berdkna nu i MATLAB en approximation av dubbelintegralen

/ /R y sin(y + zy) dA

dir R={(z,y): 0<x <1, —n/2 <y <7/2}.

Anvand vénster och hoger rektangelregel samt trapetsregeln. Jamfor deras noggrannhet genom att
rakna ut det exakta vérdet av dubbelintegralen for hand. (Alla elementen i en matris summeras
genom att man tar sum av sum.)

6.1 Fardiga program i MATLAB

I MATLAB finns t.ex. integral for berédkning av enkelintegraler samt integral2 och integral3
for berdkning av dubbel- respektive trippelintegraler.

Vi skall som exempel berdkna dubbelintegralen

/ /R y sin(z) + = cos(y) dA

dir R={(z,y): 0<z <7, 7w <y<2r}.

Beskriv alltid integranden som om du skulle rita dess funktionsyta, dvs. tdnk pa x och y som
matriser och anviand elementvisa operationer. Berdkningen utfors enligt

>> £=0(x,y)y.*sin(x)+x.*cos(y);
>> g=integral2(f,0,pi,pi,2*pi)

Som ytterligare ett exempel tar vi

déir D = {(z,y) : [z + |yl <1}
Omradet kan beskrivas —1 < x <1, ¢(z) <y < d(x), dér ¢(z) = |z| — 1 och d(z) =1 — |z|.
Sa hér utfor vi berdkningen i MATLAB:

>> £=0(x,y)x."2.*cos(y. 3)-3*sin(y);
>> a=-1; b=1; c=0(x)abs(x)-1; d=0(x)1-abs(x);
>> g=integral2(f,a,b,c,d)

Integrationsgrinserna i y-led kan ges av tva funktioner, medan integrationsgréinserna i z-led maste
ges av tva tal.
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Uppgift 8. Vi skall berdkna integralen

/ /R v exp(ry) dA

dir R={(z,y): 0<2x<2,0<y<1}.

Rita forst funktionsytan till integranden 6ver aktuellt omrade. Anvind sedan integral2 for att
berdkna integralen. Jamfor gdrna med exakt virde som du i sa fall réknar ut for hand och jamfor
giarna med vad rektangel- och trapetsreglerna ger.

//D(a—x+y)dA

dir D={(z,y):0<y<a-— % }, med integral2. Jamfor med exakt svar

Uppgift 9. Berdkna integralen

28 3
A
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