CTH/GU LABORATION 6 LMA224
Matematiska vetenskaper

1 Inledning

Vi skall se pa numerisk 16sning av partiella differentialekvationer (PDE). For stationéra problem
kommer vi anvinda differensmetoder och foér tidsberoende problem den s.k. linjemetoden som
leder till system av ordinédra differentialekvationer, som vi sedan l6ser med en ODE-losare.

Vi sag tidigare att temperaturen u(x) i en isolerad stav beskrevs av randvirdesproblemet

{ —ku"=f 0<z<L
u(0) = go, u(L) =gz

dar go och gy dr temperaturen i stavens dndpunkter, x ar stavens termiska diffusivitet och f(x)
ar en varmekélla.

Nu skall vi se pa motsvarande problem for en isolerad platta. Temperaturen u(z,y) beskrivs av
foljande randvardesproblem for partiell differentialekvation

_I{(ugx+ugy):fa i§2
u =g, padf?

dér g ger temperaturen langs plattans kanter, s dr plattans termiska diffusivitet, {2 dr omradet
0<x<L,0<y<Lochdf dess rand.

Vi skall ocksa se pa hur temperaturen hos staven forandras med tiden, vilket beskrivs av foljande
partiella differentialekvation med bade rand- och begynnelsevillkor

u,—kuh, =f,0<ac<L t>0
u(0,t) = go, u(L,t) =g, t >0
u(z,0) =up(x), 0 <z <L

Hér &r ug(z) begynnelsetemperaturen i staven och vi kommer se hur temperaturen u(z, t) utveck-
las mot det stationéra tillstandet.

Givetvis skall vi &ven se pa motsvarande tidsutveckling for plattan med temperaturen u(zx,y,t)
som l6sning till

uy — K (U, +uy,) = f, 102, t>0

u=g, padf2, t>0

U(l’, Y, O) = Uo(l’, y)7 102
Avslutningsvis skall vi kort se pa egenvardesproblem for partiella differentialekvationer.

Men allra forst ser vi lite pa differensapproximationer av partiella derivator. T.ex. v/ (x,y) kan
approximeras av framat-, bakat- och centraldifferenskvoterna

u(x + h,y) —u(z,y u(x,y) —u(x — h,y
(oy) & LRI D) ) ) e 2 )

2h

ul(z,y) ~

dar h som ett litet positivt tal.



Pa motsvarande séitt approximerar vi ufy(x, y) med differenskvoterna

U(.T,y) — u(x,y - k)
k

w(x,y+ k) — u(x,
w, (z,y) ~ @y +h) ~u y), w, (z,y) =

k

2k

w, (z,y) ~
dér k som ett litet positivt tal.

, . " " " , . :
For andraderivatorna u}, (v, y), uy,(r,y) och u} (r,y) anvinder vi centraldifferenskvoterna

u(ﬂ? + h7 y) — 2u(:c,y) + u(ﬂ? — h7 y)

ng(l',y) ~ h2
u/y/y<x7y> ~ L2
u:vy<x7y> ~ Ahk

dér h och k dr sma positiva tal.

2 Stationira problem

Vi ser pa foljande randvérdeproblem for partiell differentialekvation
u =g, padf?2
dédr f och g ar givna funktioner, {2 enhetskvadraten och 0f2 dess rand.

Vi skall 16sa problemet med differensmetod, dvs. erséitta derivator med differenskvoter over ett
beridkningsnit eller gitter (mesh).

Yj

xX; i
Vi infor ett likformigt nét pa omradet:

vi=ih, i=0,-- ,n+1, y;=jh, j=0, n+l, h=-L

Vi erséitter —(u}, + uy,) i differentialekvationen i punkten (w;,y;) med approximationen
_<u/m/m<xi7 y]) + ugy<xi7 y])) ~

1
R e (—u(ir1,y5) — wl(wi, yjer) + 4wz, y;) — w(zim, y;) — w(wi, yj-1))

Om vi later u; ; beteckna approximationen av u(x,y) i punkten (x;,y;) far vi ekvationerna
2
Auij — Uiprj — Ui-15 — Uije1 — Uij—1 = h” f(@i,y5)

Néar vi traffar pa randen plockar vi 6ver dessa kdnda randvéirden till hogerledet. Vi kommer
slutligen fram till ett linjéart ekvationssystem som vi loser.



Uppgift 1. Vi skall se pa stationdr virmeledning i en platta dar randtemperaturerna ges av
figuren. I det inre av plattan har vi d&ven en varmekélla.

Yy 40°C
L
80°C 100°C
20°C
0
0 L

Temperaturen u(x,y) beskrivs av foljande randvérdesproblem for partiell differentialekvation

_’%(ugx—i_ugjy):fu i
u =g, padf?

dér g ger temperaturen langs plattans kanter, x dr plattans termiska diffusivitet, 2 &r omradet

0<x<L,0<y<Lochdf dess rand.

Tag randtemperaturer enligt figuren, x = 0.5, L = 1 och vérmekallan
flz,y) = k(z —1)*(y = 1)*, k= 2500

Ersétt derivatorna med differenskvoter over ett berdkningsnét. Satt upp det linjéra ekvationssy-
stem Au = b som beskriver temperaturen i de olika nodpunkterna pa nétet. Matrisen blir gles
sa anvind spdiags. Tag n = 20 och 16s ekvationssystemet. Rita nivakurvor, med reshape samt
contourf och colorbar, som visar lika temperatur (isotermer), och funktionsyta till u(x,y) med
surf. (Borja med att ta n = 3.)

3 Tidsberoende problem
Vi ser pa den s.k. virmelednings- eller diffusionsekvationen med bade rand- och begynnelsevirden

u—ur,=0,0<2r<1,0<t<T
u(0,4) = go(t), u(1,t) = gu(t), 0 < t < T
w(z,0) = upeg(z), 0 <z <1

Inf6ér ndt med steglingden A i rumsled och ersétt v, med Dy D_u.

Lat u;(t) beteckna approximationen av u(z;,t).

Vi far foljande begynnelsevirdesproblem for ODE-system

wh(t) — b O2ultn O — g =1, o, 0<t<T
uo(t) = go(t), uns1(t) = g1(t)
1 (0) = Upeg(2;), 1=1,---,n

Med matrisbeteckningar kan detta skrivas

Ut)=Ft,U), 0<t<T
{0 -0



dér F(t,U) = 75(b(t) — AU(t)), A #r matrisen som motsvarar —u” och

uy (1) 9o(t) Upeg (1)
us(t) 0 Upeg(T2)
Ul(t) = : b(t) = | U, = :
Up—1(t) 0 Upeg(Tn_1)
| wt) ) | | ()

Vi tar t.ex. foljande rand- och begynnelsevillkor

20, 0< 2 <0.5
=9 =0,  weg() =9 5 o "5 o<

och beréknar 16sningen med linjemetoden i MATLAB enligt

>> T=0.1; n=21; h=1/(n+1); xi=h*[1:n]’; tspan=linspace(0,T,n+1);

>> g0=0(t)zeros(size(t)); gl=0(t)zeros(size(t));

>> u_beg=0(x)1-abs(2*(x-0.5)); UO=u_beg(xi);

>> A=spdiags(ones(n,1)*[-1 2 -1],[-1 0 1],n,n);

>> b=0(t) [g0(t);zeros(n-2,1);g1(t)];

>> F=0@(t,U) (b(t)-A*U) /h~2;

>> [t,U]=0de45(F,tspan,U0);

>> x=[0;xi;1]; U=[g0(t),U,gl(t)]; % Kantar 16sningen med randvardena
>> surf(x,t,U), xlabel(’x’), ylabel(’t’)
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Uppgift 2. Vi skall se pa det tidsberoende virmeledningsproblemet for staven, som beskrivs av

uy—rkul, =f,0<zx<L t>0
u(0,t) = go, w(L,t) =g, t >0
w(z,0) = Upeg(z), 0 < < L

Hér ar ug(z) begynnelsetemperaturen i staven och vi kommer se hur temperaturen u(z, t) utveck-
las mot det stationéra tillstandet.

Lat k = 2, L = 1, go = 40, g, = 60 samt f(z) = 200 exp(—(z — £)?). Tag tidsintervallet
0 <t < 0.7 och begynnelsetemperaturen wupe,(z) = 5. Anvénd linjemetoden. Lés ODE-systemet
med ode45 och gor en visualisering av tidsforloppet med contourf och surf. Tag n = 30. Jamfor
med laboration 2, uppgift 7.



Uppgift 3. Det tidsberoende virmeledningsproblemet for plattan, beskrivs av

uy — K (U, +uy,) = f, 102, 1>0
u=g, padf2, t>0
u(x, Y, O) - ubeg($a y)v 142

dér vi har samma omrade och randvillkor som i uppgift 1.

Los problemet med linjemetoden, som bestar i att vi géra samma diskretisering i zy-planet men
behaller tidsberoendet. Tag tidsintervallet 0 < ¢ < 0.7 och begynnelsetemperaturen upe,(z,y) = 5.
Los ODE-systemet med ode45 och gor en visualisering av tidsforloppet med contourf och surf.

Som ytterligare ett exempel pa ett tidsberoende problem ser i pa den s.k. vagekvationen

uf —cul, =0,0<2<1,0<t<T
u(0,6) = go(t), u(L,t) = gi(t), 0< t < T
u(z,0) = ug(x), uj(x,0) =vo(z), 0 <z <1

Infér ndt med steglingden A i rumsled och ersétt v med D, D_u. Lat u;(t) beteckna approxi-
mationen av u(z;,t).

Far begynnelsevirdesproblem for ODE-system.

wl(t) — @rml2ulinn @ — gy =1 ... n0<t<T
uo(t) = go(t), un+1(t) = g1(7)

;i (0) = uo(z;), 1 :1,~-~,n

U‘;(O) = UO(':UZ) i = 17

{ U"(t) = ;-i(b(t) —AU#),0<t<T

U(0) =Uo, U'(0) = Vo

dar A ar matrisen som motsvarar —u” och

ur(t) ] [ go(t) | uo(1) vo(@1)
UQ<t) 0 Uo(.TQ) ’Uo(ﬂfg)
U(t) = : b(t) = | Uo = : Vo= :
un—l(t) 0 UQ(ZL'n_l) UQ(IL‘n_l)
Un(t) ] i 91(1) ] | uo(zn) ] i vo(n)

Slutligen far vi formulera om var ODE som ett forsta ordningens system

W' t)=ft,W), 0<t<T
Lo - w,

déir
W = {g] f(taW):{:cl_gEZ)(t)_AU(t))}’ Woz[gz}

Vi tar ¢ = 1 och féljande rand- och begynnelsevillkor

go(t) = 0, g1(t) = sin(3t), ug(z) = sin(7z), vo(z) = 0

och berdknar 16sningen med MATLAB enligt



>> T=2; L=1; c=1; u0=0(x)sin(pi*x);

>> n=30; m=30; h=L/(n+1); xi=h*[1:n]’; tspan=linspace(0,T,m+1);

>> U0=u0(xi); VO=zeros(size(xi)); WO=[UO; VOJ];

>> A=spdiags(ones(n,1)*[-1 2 -1],[-1 0 1],n,n); b=0@(t) [0;zeros(n-2,1);sin(3*t)];
>> f=0(t,w) [w(n+1:2%n) ;c/h™ 2% (b(t)-Axw(1:n))];

>> [t,W]=o0ded45(f,tspan,W0);

>> x=[0;x1;L]; U=[zeros(size(t)),W(:,1:n),sin(3*t)]; % Kantar med randviarden
>> surf(x,t,U)

>> xlabel(’x’), ylabel(’t’)

4 Egenvirdesproblem

Vi har i en tidigare laboration sett pa egenvdirdesproblem for ordinér differentialekvation. Som
exempel tog vi

{ —u"(z) = du(z), 0 <z <1
u(0) =u(l)=0

med foljande egenfunktioner och motsvarande egenvirden
un(x) = B, sin(nmz), \, =n*n*, n=12,---
Vanligtvis finns det ingen enkel formel for 16sningen utan vi far berdkna approximationer.
Nu skall vi se pa egenvirdesproblem for partiella differentialekvationer och som exempel tar vi

— (U, +uy,) = Au, 1 02
u =20, padf?

Tar vi §2 som enhetskvadraten kan vi skriva upp alla egenfunktioner och motsvarande egenvérden

U (T,Y) = B sin(mnz) sin(nmy)

A = (n* +m?)7?

form=1,2,--- ochn=1,2,---.

Om vi dédremot tar 2 som exempelvis ett L-formigt omrade maste vi berdkna approximationer.
Vi ersétter derivator med differensapproximationer (pa samma sétt som motsvarande stationéra
problem) och far ett stort och glest matrisegenvérdesproblem som vi loser med eigs.



Hér ser vi berdkningsresultatet. De fyra ldgsta egenvirdena och motsvarande egenfunktioner.
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5 Fardiga program i MATLAB

Det finns en funktion pdepe i MATLAB for 16sning av system av paraboliska och elliptiska ekva-
tioner i en rumsvariabel pa formen

ou @_ 0 ou

m m du ou
7%) ot =T O (‘T f(x,t,u, al’)) +S(ZL‘,t,u, 837)

clz,t,u
Atminstone en ekvation méaste vara parabolisk.
Som exempel tar vi det paraboliska problemet
%:%((ljtﬁ)g—z), 0O<z<1,t>0
55(0,t) = 0,u(1,t) =0, t >0
wz,0)=1-—22 0<z<1

Sa héar anvénder vi pdepe for att berdkna l6sningen och rita upp den.

>> T=0.1; nx=20; nt=30; m=0;

>> x=linspace(0,1,nx); t=linspace(0,T,nt);
>> sol=pdepe(m,@pde,@ic,@bc,x,t);

>> u=sol(:,:,1);

>> subplot(1,2,1), surf(x,t,u)

>> subplot(1,2,2), contourf(x,t,u)

Foljande funktion beskriver differentialekvationen

function [c,f,s]=pde(x,t,u,DuDx)
c=1; f=(1+x.72).*#DuDx; s=0;

Har beskrivs begynnelsevilllkoren (initial conditions)

function ul=ic(x)
u0=(1-x."2);

och randvillkoren (boundary conditions)

function [pl,ql,pr,qrl=bc(xl,ul,xr,ur,t)
pl=0; ql=1/(1+x1"2); pr=ur; qr=0;
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Se hjéiptexterna for mer detaljer.



Det finns dven en verktygslada PDE TooLBOX for 16sning av PDE med finita elementmetoden
som kan anvéindas via Graphical User Interface (GUI) eller direkt som funktioner.

Losningen sker i foljande steg:

e Draw mode — Geometribeskrivning med solidmodellering och méngdoperationer

Boundary mode — Randvillkor anges

PDE mode — Differentialekvationen anges

Mesh mode — Nétgenerering och forfining av nét

Solve mode — Losning beridknas

Plot mode — Visualisering av berdkningsresultat



