CTH/GU RAKNEOVNING 6 LMA224
Matematiska vetenskaper

Uppgift 1. Vi vill 16sa foljande randvérdesproblem

u=g(z,y), pa df?

dér (2 ar omradet nedan, f och ¢ givna funktioner.
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Infor ett ekvidistant nét enligt figuren och lat w;; beteckna en approximation av w(z;,y;) och
ersitt —(uj, + uy,) i punkten (r;,y;) med differenskvoten

Uil — Uij1 + AU — Uim1j — Ui j—1

h2

Skriv ned alla ekvationer, forst pa komponetform och sedan pa matrisform.

Uppgift 2. Foljande paraboliska problem beskriver virmeutvecklingen u(x,t) i en bromsskiva
pa bil vid kraftig inbromsning.

wy—rkul, =0, 0<x <L, t>0
—Ku/(0,t) + H(u(0,t) — tUpmg) = Q(t), u,(L,t)=0,1>0
w(x,0) = Upmg, 0 <2 <L

dir k =8-10% L =6-10"% K = 100, H = 10* tpy = 20 och Q(¢t) = (1 —¢/3) - 107 &r virden
for en viss bil och vissa yttre betingelser.

(a). Vi skall 16sa problemet med linjemetoden. Skriv ned det begynnelsevéardesproblem vi far da
vi approximerar x-derivatorna med differenskvoter. Vi vill ha svaret pa vektorform.

(b). Skriv den kod i MATLAB som behovs for att beskriva hogerledet i systemet av differential-
ekvationer fran (a) som en funktionsfil.

(c). Skriv den kod i MATLAB som behovs for att med ode45 beréikna temperaturen i bromsskivan
under 3 sekunder.



Uppgift 3. Los foljande paraboliska problem

Q42 ul, +2zu,, 0<z<1,t>0
)= 0,u(l,6) =0, t >0

0,t
)=1-2%0<z<1

/
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(a). Skriv ned det begynnelseviardesproblem vi far da vi approximerar z-derivatorna med diffe-
renskvoter, dvs. anvinder linjemetoden. Ge svaret pa vektorform.

(b). Skriv en kod i MATLAB som med ode45 berikna l6sningen for tiden 0 < ¢ < 0.1.

Uppgift 4. Betrakta egenvirdesproblemet for den partiella differentialekvationen

— (U, +uy,) = Au, 1 02
u =20, padf?

dar {2 ar enhetskvadraten.

(a). Inf(jr ett likformigt ndt pa omradet: x; = ih, i =0,--- ,n+1,y; = jh, j=0,--- ,n+1,
h = ——=. Skriv ned det egenvérdesproblem fér matris vi far da vi i problemet ersétter de partlella
derlvatorna med differensapproximationer.

(b). Skriv ned den kod i MATLAB som behévs for att bygga upp matrisen samt lsa egenvirdes-
problemet, komplettera 16sningen med randvéarden och rita upp. Matrisen skall lagras som en gles
matris med spdiags. Vi skall berikna de fem losningarna med egenvérden nérmast noll. Anvéand
eigs for 16sning av egenvirdesproblemet och surf vid uppritning.



CTH/GU LOSNINGAR - RAKNEOVNING 6 LMA224
Matematiska vetenskaper

Uppgift 1. Vi infor ett ekvidistant nét
xzzlh722077n+17 y]:]h7j2077n+17 h:L

med n = 3 som tacker {2 och sa att noder beskriver omradets rand.
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Lat u;; beteckna en approximation av u(w;,y;) och ersétt —(uy, + uy,) i punkten (z;,y;) med

differenskvoten
—Uig1j — Ui + Ui — Ui — Ui

h2

Vi far ekvationerna
12
—Ug 1 — Ut + 4ury — up1 — 1o = h°fia
12
—U3 1 — U9 + 4Us 1 — Ui — Uz = h* fa
—Ugq — Ugo + Uz — Ug 1 — Usg = h2f
41 3,2 3,1 2,1 3,0 3,1
—Ugo — U3z + 4Uso — Uso — Us 1 = M2 f
4,2 3,3 3,2 2,2 3,1 3,2
12
—Ugz — U3 g+ 4U33 — Uz3 — Uz = W7 f33

dér f; ; betecknar f(x;,y;).
Flyttar over kdnda varden till hoger

—Ug1 +4uy = h2f1,1 + Uy 2 + Ug1 + Urp
—ugy +4ug s — U= h2f2,1 + Uz + U0
—ugo + dugy — usy =h?f31 + uay + usp
—ug 3+ 4uz o — Uz = h2f3,2 + Ug + Uz o
dugs —uzo=h>fs3+ U3+ uss + U3

Vi later g; ; betecknar randvérdena g(x;,y;) och far med matrisbeteckningar

4 -1 0 0 0 Uy 1 fia 912+ go1 + g1
-1 4 -1 0 0] [uz: VER) 92,2+ G20

0 -1 4 -1 0f |ug1|=h?|fs1|+ ga1 + 93,0

0 0-1 4 -1} [uz2 ER 94,2 + g2.2

0O 0 0-1 4 U3 3 f33 943+ 934+ g2.3



Uppgift 2(a). Infor ndt med steglingden h i rumsled och ersétt w/, med Dy D_. Lat w;(t)
beteckna approximationen av u(z;, t). For differentialekvationen w, — xul,, = 0 far vi

i1 (1) — 2u;(t i1(t .
u;(t):/fuﬂ() uhz()—l—u 1<), 1=1,---,n, 0<t<T

och for randvillkoren —Ku! (0,t) + H(u(0,t) — Uomy) = Q(t), ul(L,t) =0 far vi

un+1(t) - un(t)
h

(U5} (t) — Uo(t)
h

-K

+ H(uo(t) — ttomg) = Q(1), —0, 0<t<T

eller
uo(t) = (K/h+ H) Y (K/huy(t) + Huomg + Q1)), wni1(t) =un(t), 0<t<T
Begynnelsevillkoret u(z,0) = tgpg ger
i (0) = Upmg, 1=1,---,n

Begynnelsevardesproblemet for ODE blir

{CWﬂZ%WW—AU@%0<t<T
U0)=U,
dar ~ _
a; —1
-1 2 -1
A= L
-1 2 -1
i -1 a,
med a; =2 — (K/h+ H)"*K/h, a, = 1 och
[ wi(t) ] [ (K/h+ H) ™ (Htomg + Q1)) ] [ tomg |
us(t) 0 Uomg
U(t) = : b(t) = : U=
Up—1(1) 0 Uomg
| ua(t) ] I 0 | | Uomyg |

(b).

function dUdt=broms(t,U,kappa,h,A,K,H,uomg,n)
Q=(1-t/3)*1e7;

b=[(H*uomg+Q) / (K/h+H) ; zeros (n-1,1)];
dUdt=(b-A*U) *kappa/h~2;

(c).

kappa=8e-6; L=6e-3; K=100; H=1le4; uomg=20;

Q=0(t) (1-t/3)*1e7;

n=30; h=L/(n+1); x=h*[0:n+1]; tspan=linspace(0,3,n+1); e=ones(n,1);
UO=uomg*e;



A=spdiags([-e 2*%e -e],[-1 0 1],n,n); A(1,1)=2-(K/h)/(K/h+H); A(n,n)=1;
[t,U]l=ode45(@(t,U)broms(t,U,kappa,h,A,K,H,uomg,n) ,tspan,U0);
U=[(X/h*U(:,1)+H*uomg+Q(t))/(K/h+H) ,U,U(:,n)]; % Kantar lésningen med randvédrden
subplot(2,2,1)

surf (x,t,U)

xlabel(’x’), ylabel(’t’), axis([0 L 0 3 0 220])

subplot(2,2,2)

contourf (x,t,U,20)

xlabel(’x’), ylabel(’t’), colorbar
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Uppgift 3(a). Infor ndt med steglingden h i rumsled, ersétt v, med D, D_ och v, med Dy.
Lat u;(t) beteckna approximationen av u(z;,t). Vi far

Ui (1) — 2“};‘575) tuia(t) | 2, ui+1(t)2_hui—1(t)
Randvillkoren u/,(0,t) = 0 och u(1,t) = 0 ger uo(t) = uy(t) respektive u,1(t) = 0.
Begynnelsevillkoret u(x,0) = 1 — 22 ger

w(0)=1—27, i=1,---,n
Begynnelsevardesproblemet for ODE blir
{ U'(t) = —5PAU(t) + +QCU (1), t >0

w(t) = (1+23)

Cdi=1,,n, t>0

U0)=U,
dér : . :
1 -1 -1 -1
-1 2 -1 -1 0 -1
A — . . . C= .
-1 2 -1 -1 0 -1
-1 2 -1 0
[y (t) ] [ 12 ]
us(t) 1— 23
U(t) = : Uy = :
Up_1(t) 1—a2
U (t) 1—x2

samt P och @ diagonalmatriser med elementen p; = 1 + z7 respektive ¢;; = z;, i = 1,-- - n.



Uppgift (b).

n=30; T=0.1; h=1/(n+1); xi=h*(1:n)’;
A=spdiags(ones(n,1)*[-1 2 -1],[-1 0 1],n,n); A(1,1)=1;
C=spdiags(ones(n,1)*[-1 1],[-1 1],n,n); C(1,1)=-1;
f=0(t,u) (1+xi.72) . *(-A*u) /h~2+xi.*(C*u) /h;
tspan=linspace(0,T,n+1); UO=1-xi."2;
[t,Ul=o0de45(f,tspan,U0);

x=[0;xi;1]; U=[U(:,1),U,zeros(size(t))];
subplot(1,2,1)

surf (x,t,U), xlabel(’x’), ylabel(’t’)
subplot(1,2,2)

contourf (x,t,U,20), xlabel(’x’), ylabel(’t’)
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Uppgift 4(a). Samma indelning och matris A som i laboration 3 (uppgift 1) och laboration
6 (uppgift 1) ger egenvirdesproblemet Au = pu. Hir ger egenvektorn w en approximation av
egenfunktionen u(x,y) och egenvirdet till differentialekvationen ges av A = p/h%.

(b).

n=81; n2=n"2; e=ones(n2,1); h=1/(n+1);
x=[0:h:1]’; y=[0:h:1]";
A=spdiags([-e -e 4*e -e -e],[-n -1 0 1 n],n2,n2);
for k=n:n: (n-1)*n
Ak,k+1)=0; A(k+1,k)=0;
end
ieg=b;
[V,D]=eigs(A,ieg,’sm’);
D=diag(D); [D,I]=sort(D); V=V(:,I);
for i=l:ieg
figure(i), clf
u=v(:,1);
U=[zeros(1,n+2); zeros(n,l1) reshape(u,n,n) zeros(n,1); zeros(l,n+2)];
subplot(2,2,1)
surf (x,y,U), xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’u(x,y)’)
title([’\lambda= ’,num2str(D(i))])
axis([0 1 0 1 -1 1]), view(-37,24)



end

subplot(2,2,2)
contour(x,y,U,(-1:0.1:1)), xlabel(’x’), ylabel(’y’), axis equal
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