MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 160825 kl. 14.00-18.00

Tentamen Telefonvakt: 7
?

LMA400 Matematik

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2014
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Lat f(x) = z*.

(a) Beridkna oversumman av f(z) pa intervallet [—1, 1] med steglingd Ax = 1/2.

Loésning:

dversumman 51/2 = %(f(_l) +f(=1/2) + f(1/2) + f(1)) = %(1 + 16 + 16 +1) = 16
(b) Berikna undersumman av f(x) pa samma intervall och med samma steglingd som
ovan.

Losning:

Undersumman sy, = 3(f(=1/2) + £(0) + £(0) + f(1/2)) = 5({5 + 0+ 0+ f5) = 7.
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3. Berdkna

L6sning:

dér a, b, cEuppfyller ekvationerna a+b=0,c=1,2a =1, dvs a = 1/2 och b = —1/2. Den
sOkta integralen &r alltsa summan av de tre integralerna
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sa den sOkta integralen &r
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4. Hitta y(x) sa att y”" —y' — 2y +2 =0, y(0) = 3/4 och y(1) = e + 1/4.

Loésning:

Karaktéristiskt polynom r

2 _r —2 =0 har lésningar » = 2 och » = —1, s& 16sningen till

den homogena ekvationen ges av y, = Ce?* + De™®. Ansiitter vi Yyp = a + bz far vi att
—2a—b=00ch —2b = —1dvsb=1/20cha = —1/4. Alltsd &r y = Ce?**+De~*—1/4+x /2.
Dessutom #r 3/4 = C' + D —1/4 och 0 = Ce? + De~! + 1/4. Detta linjira ekvationssystem
har 16sningen D =1 och C =0. Alltsa éry = e * — 1/4 + x/2.

5. Lat f(z) = £kz=2,
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Ange alla assymptoter till funktionen.
Loésning:

En lodrét assymptot © = 2. Dessutom &r lim,_, 1+ f(x)/x = 1 sa vi bor kolla om vi
har en sned assymptot y = = + m:
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sa vi har assymptoten y = x + 3.

Ange eventuella lokala extrempunkter.
L6sning:

fl(x) = E’”;:;)ﬁ sa f'(r) =0 <= z =0 eller z = 4. Eftersom f’(z) &r definierad dér
f(x) &r definierad, &r alltsa de enda kandidaterna till lokala extrempunkter (0, f(0)) =
(0,1) och (4, f(4)) = (4,9). Vi kollar l4tt att det forra &r en lokal maximipunkt och
det senare en lokal minimipunkt.

Pa vilka intervall &r f(x) konvex respektive konkav?

Losning: f"(z) = ﬁ sa f"(x) # 0. Vi kollar tva enskilda punkter, exempelvis

x = 0 och x = 4, for att konstatera att f”(z) < 0 pa (—o0,2) och f”(x) > 0 pa
(2,00). Alltsa dr f konkav pa det forra intervallet och konvex pa det senare.
S

kissa grafen for f(x) Rita dven ut assymptoterna.
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Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poéng pa dessa uppgifter riknas in fér att na godkintgriansen.

6. Formulera och bevisa analysens huvudsats del 1.

Lo6sning:

Se boken.

7. Skriv lim;,— o Z?:l % som en integral.

Lo6sning:

En téankbar integral ar f23 xdz. Steglingden Az dr da 1/n och punkterna pa intervallet
som funktionsvérdet kollas pa ar 14 j/n, 1 < j < n.

8. Lat T vara den liksidiga triangeln med sidldngd 1. Bestdm a och b i figuren sa att rektang-
elns area blir maximal.

Lo6sning:

Lat x vara avstandet mellan triangelns hérn och rektangeln enligt figuren nedan. Da &r
1 =b+2¢sab=1-2z Vidare dr a/z = tan(r/3) = V3 sa a = /3z. Alltsa ges
rektangelns area av

f(z) = ab = V3(z — 22?).

f(z) &r definierad pa (0,1/2) och lim; o f(x) = lim,_,;/5 f(x) = 0. Globalt maximum
maste alltsa vara ett lokalt maximum som endast kan antas i den enda stationira punkten
x = 1/4. Det betyder att a = v/3/4 och b= 1/2.

Lycka till!
Jonny
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Berakna

1
/ g,
(3p)
Loésning:

Partiell integration ger oss att
Inz Inz]? 21/x In2 1—In2
—dr = |——— L de = ——=+4[-1/z]3 = .
/ x {x]1+/1xx 2—1—[ Y 5
Berikna (3p)
™
/ sin® zdz.
0
Loésning:
3

sin®z = (1 — cos? z) sin x sa integralen &r summan av

/sinwdw:[—cosx]gz —(-1)+1=2
0

och
Yy = cosx
T 9 dy = — sinzdx -1, 3 1
/0 — cos” rsinzdr = =0 y—1 :/1 y dy = [y°/3]] = —1/3-1/3 = -2/3.

r=m=9y=—1

Alltsa &r integralen lika med 2 —2/3 = 4/3.

Beréikna den generaliserade integralen fo mdm eller visa att den inte konver-
gerar. (3p)
Losning: 224-2x+5/2 = (£+3/2)%2—9/4+5/2 = (x+3/2)?+1/4 = ((2x+3)*+1) /4.

Variabelbytet 2x + 3 = u gor alltsa att vi kan skriva om integralen i uppgiften till

/OO L du /OO 2 i tim [ =2 du=2 lim [arctan(u)]l = 2(r/2—arctan(3))
—_— = u = 11m u = 1m |arctan(u = —arctan .
s (2142 fy wR+1" T Rheo)y ur+l R3o0 3= AT

Lat K vara det omrade i planet som begrénsas av kurvan y = 2¢* och linjerna y = 0,

x = —1 och x = 1. Berdkna volymen av den kropp som bildas nédr K roterar kring

z-axeln. (3p)
Losning: Volymen ges av integralen f_ll mderdr = 2r[e?®]t | = 27(e? — e7?).

Hitta den funktion y(z) som uppfyller yz —y + 3’ = 0 och y(1) = e. (4p)
Losning:

For nagra C, D € R, D # 0, har vi att

d
yr—y+y =0 < ¢ /y=1-1 < /yy = /(l—x)dx — Inly| =2—2%/24C <— y= De*7*/2,

Dessutom &r e = y(1) = Del/2 sa D = e/el/2 = /2. Alltsa ar y = el/2te—2%/2,



