MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-10-25 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Thomas Béckdahl

Losningsforslag LM A515 Matematik del a KI1

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran duggor 2016
riknas med i forsta delen. For betyg 4 resp. 5 kravs 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. For vilka x giller olikheten —2z2 + 22 + 12 > 07
Losning: 0 < —202422+12 = —2(22 —2—6) = —2((z—1)2—1-6) = —2((z—1)2-5}) =
—2(z— 4 —3)(x— 3+ 3) = —2(z — 3)(z + 2). Teckentabell:

T | -2 3

x—3 - - = 0 +

T+ 2 - 0 + + +
2@ —-3)(z+2) |- 0 + 0 —

Svar: Olikheten giller for —2 < x < 3.

3. (a) Formulera faktorsatsen.

Svar: Lat p(z) vara ett polynom. Da dr p(b) = 0 om och endast om p(x) har en
faktor (x — p).

(b) Anvind faktorsatsen for att faktorisera p(z) = 22 — 322 —4x +12 s& langt som mojligt.
Tips: p(3) = 0.
Losning: Faktorsatsen ger att p(x) har en faktor (z —3). Polynomdivision ger p(x) =
(x — 3)(2® — 4) och konjungatregeln ger (22 —4) = (z — 2)(z + 2).
Svar: p(z) = (z — 3)(x — 2)(z + 2).

4. Beridkna foljande grinsvérde.

Vr—1-1

Losning: arcsin dr kontunierlig pa sin definitionsméngd, sa

lim arcsin(
r—2

. o /Vr—1—-1 o Ve —1-1 . Wr—=1=-1)(x—-14+1)
lim arcsm<7> = arcsm(hm 7) = arcsm(hm )
z—2 x—2 z—2 xr— 2 z—2 (x—2)(\/$—1—|—1)

-1-1
= arcsin(lim (m ) ) = arcsin(lim

1
=2 (z—2) (Vo —1+1) 22 o — 1+ 1)

—acs'n(l)—z
= arcsi 5) =6

= arcsin(

1
=51)

(1p)

(3p)

(4p)



5. Ange en ekvation for tangentlinjen till kurvan y = 2z cos(% ) i punkten (2,0).

Losning: Produktregeln ger ¢/ (z) = ﬁi(f) cos( )—i—f\f (cos( 7)) =V2—= cos(ﬂ

dx Q\f

7r d m 1 7r 1 m
V2y/x(—sin( :E))dx( :c) = mcos(zx) \/55111(4 )— Sak=1y(2) = ﬁcos(g)_
\/Zsin(g)g = —2% = —5 Tangentlinjen genom (2,0) blirday = k(z—2)+0 = —g(a:—Q).

6. Positionen vid tiden t av ett foremal ges av s(t) = In(3 + t2).

(a) Vailj funktioner f och g sa att s(t) = (f o g)(t).
Svar: f(u) = In(u) och g(t) = 3 + 2.

(b) Vad &r foremalets acceleration vid tiden ¢ = 17

2t 2(3 +12) —2t2t  2(3 —1?)
Loésning: s'(t) = f(g(t))d'(t) = ——, s (t) = = .
sning: (1) = (o(0))g/(1) = g () = 20 = R
1
Z-
(c) Finns det nagon tid ¢t > 0 da accelerationen &r 0?7 Ange i sa fall denna tid.
Losning: Ja, s”(t) innehaller faktorn (3 — #2) sa s”(v/3) = 0. Dvs vid t = /3 &r

accelerationen 0.

Svar: s”(1) =

Va?+3
7. Bestdm alla horisontella och vertikala asymptoter till grafen y = %
x? —2x

Va?+3 Va?+3
Losning: Lat f(z) = -V 72 _ PVZ 9 v g0 division med noll di = = 1. Sa
22 —2x+1 (x —1)2
vi underséker lim f(z) = lim(zv/22 + 3) lim(z — 1)72 = 2lim(z — 1)72 = oo. Vi far
z—1 z—1 z—1 z—1

alltsa en vertikal asymptot i = 1. For horisontella asymptoter skriver vi om f(z) =

/22 (1 4 3272) |z|vV1+ 3272 . xV/143x72 . V143272
= o im f(z) = lim —/———— = lim ——— =
x2(1 — 2z 1)2 z(1—271)?2 2o z—o0 (1 — z71)2 z—oo (1 —x~1)?2
V1I+0 , . —xV/1+ 3272 o —V1+3272  —/1+40
=1. lim f(z)= lm ——— 5 = lim = = -1
1-0)2 T——00 z——oc0 (1l —x~1)2 z——o00 (1 —x71)2 (1-0)2

Alltsa far vi horisontella asymptoter y = 1 och y = —1.

(4p)

)+

(2p)

(4p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

d
8. Anvénd derivatans definition for att berdkna d—(xl/ 3). (4p)
x
Tips: (a1/3 _ b1/3)(a2/3 + a1/3b1/3 + b2/3) —a—b.
Losning: Med a = x + h och b = «x far vi

A1) i (w2 —at (@ )R 2 (@ 4 R+ (4 h)Pa P+ 2%
dx =0 h © hs0 h((z + h)2/3 + (z + h)Y321/3 + 22/3)
. r+h—x . 1
= lim = lim
h—0 h((.’E + h)2/3 + (CL’ + h)1/3$1/3 + 16'2/3) h—0 (.’E + h)2/3 + (1‘ + h)1/3$1/3 + r2/3
1 1

_ _ _1.-2/3
(@ + 023 1 (z+0) 3213 4 2/3 ~ 3523 37

9. Lat 4

— omzx > 2
T
fz) = 2—-2 omz<?2
a

om zx = 2.

(a) Finns det nagot tal a sa att f(x) &r kontinuerlig i © = 27 (2p)

4 4
Losning: lim f(z) = lim 22 —2=22-2=20ch lim f(z) = lim — = - =2,
27 T2~ z—2+1 z—2+t T 2
sa om vi véljer a = 2 far vi kontinutiet i x = 2, dvs lim2 flx)=f(2) =2
T—r

(b) Finns det nagot tal a sa att f(z) dr deriverbar (differentiable) i z = 27 (2p)
Losning: Deriverbarhet implicerar kontinuitet, sa enda mdjligheten &r a = 2. Da

— f(2
1(2) = lir% M undersoker vi vénster och hoger gransvirde
T— T —

i J@ 1@ 22— @) d

= li = —(2?-2)| _=(2 =4
r—2—  x—2 e z—9 dr (x Moo= (22)],, =4,
4 4
—f2 ~ 75 4 4
lim M — lim T2 _ i(,) _ <7> I
=2t  x—2 z—2+ ¢ —2  dx\zw/lz=2 x2 /lz=2

Dessa ér olika, sa f/(2) existerar inte.

10. Bestim lutningen av tangenten till kurvan som ges av 4% 4+ 2 4+ 22y = 0 i punkten dér
kurvan skir y = 1. (4p)

d d d

Losning: Implicit derivering ger 0 = d—(y3 + 2% +22y) = 3y2d—y +2x+2y+ 21:d—y. Los ut
x x x

dy d —2x — 2

%: ﬁ = ﬁ Sitter viiny =110 = y3+ 2?4+ 2zy far vi0 = 1+22+ 22 = (z+1)2

. dy 2—-2

Alltsa &r x = —11da y = 1. I punkten (—1,1) far vi e =3 95" 0. Alltsa blir lutningen
$ [R—
0 och tangentlinjen blir saledes y = 1.

Hoppas det gick bra!
Thomas Béackdahl
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Finn alla losningar till ekvationen |1 —2z| —32+4 = 0 . Lésning: Om 1 —2x > 0 blir
ekvationen 0 = 1 —2x — 3z +4 = 5— 52 = 5(z — 1) som har lésningen x = 1, men den
uppfyller inte 1—2x > 0. Om 1—2x < 0 blir ekvationen 0 = —(1—2x)—3z+4 = —x+3
som har 16sning «* = 3 som uppfyller 1 — 2z < 0.

Svar: z = 3.

Antag att f(z) = 422 +2x — 1 och att grafen till g(z) fis genom att horisontellt skala

grafen till f(x) med faktor 2 (strickning) och flytta den 3 steg nedat.

Bestédm ett uttryck for g(x).

Svar: g(z) = f(z/2) =3 =4(2/2)®> +2(z/2) —1 -3 =22+ 2 — 4.

Forenkla In(z? + 4z + 4) — 21In((x + 2)e®).

Svar: In(z? + 4z + 4) — 2In((z + 2)e®) = In((z + 2)?) — 2In(z + 2) — 2In(e?) =

2In(x +2) — 2In(x + 2) — 22 = —2x.

Beriikna inversen f~! av f(x) = 2 + (e*)® och ange definitionsmiingd (domain) och

viirdeméngd (range) for f=1 .

Losning: y = f(z) =2+ () =2+ e @ y—-2 =€ & In(y —2) = 3z &
1

f7Hy) =2 =3(y-2).

Svar: f~'(z) = -1In(z —2), Dj-1 =]2,00[ och V-1 = Dy =R.

L =

(3p)

(4p)



