MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2015-10-27 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Petter Johansson

0728 776580

LMA515 Matematik KI1

Tentan rédttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 23 podang. For betyg 4 resp. 5 kriavs 33 resp. 43 poéng sammanlagt pa tentamens
tva delar, varav minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Formulera faktorsatsen.
Losning: Om p ir ett polynom och a ett tal for vilket p(a) = 0, sa finns ett polynom
q sadant att p(x) = (z — a)q(z).

(b) Anvind faktorsatsen for att faktorisera p(z) = 234722 +22+ 14 si 1langt som mojligt.

Tips: p(—=7) = 0.
Losning: Enligt faktorsatsen ér p(x) = (x + 7)g(x) for nagot polynom g¢. Med
exempelvis polynomdivision kan man se att q(x) = x? 4 2. Detta polynom sak-
nar nollstéllen och kan alltsa enligt faktorsatsen inte faktoriseras. Alltsa dr svaret
p(@) = (z+7)(a* +2).

3. Kurvan y = 23 — 3z + 1 har en tangent i punkten (0,1) och en annan tangent i punkten
(2,3). Bestdm den punkt i planet dir de bada tangenterna skér varandra.

Lésning: y som funktion av o har derivata y'(z) = 322 — 3. Tangenten i (0, 1) har dérfor

lutning 3/(0) = —3. Vi ansétter ekvationen y = —3xz + m och konstaterar att 1 = —3 -
0+m <= m = 1. Tangenten i (2,3) har lutning y'(2) = 9. Vi ansiitter ekvationen
y = 92 + m och konstaterar att 3 =9-2+ m <= m = —15. Skdrningspunkten mellan
tangenterna &r 1osningen till systemet
y=—3z+1 — 9z — 15 = -3z +1 x=16/12=14/3
y=9zx—15 y=9z—15 y=9(4/3) — 15 = -3.

4. Lat h(z) =sine® —e ™ 4 1.
(a) Om g(x) = €*, bestam f(y) sa att h(x) = f o g(x).
Losning: f(y) =siny — % +1= fog(z) =sine® — L +1=h(x).
(b) Bestdm h'(x).
Lo6sning: Kedjeregeln ger

h'(z) = %f og(z) = f(g9(x))d (x) = <cos e’ + ) e’ =e"cose’ +e .
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5. Ange eventuella lodrita och vagrita assymptoter till graferna for f(z) = ar‘fﬁ% och

g(x) = =22 (3p)
Losning: f dr definierad pa ]0,1[ och ]1, 00| och lim,_yo f(z) = 0 da téljaren gar mot noll

men inte ndmnaren, medan lim,_,o f(z) = +oo eftersom téljaren, men inte ndmnaren, r

nollskiljd da « = 1. Alltsa har f endast den lodrita assymptoten z = 1. Dessutom &r

lim, o f(x) = 0 eftersom ndmnaren gar mot odndligheten medan téljaren gar mot /2.

Alltsa har grafen for f den vagrita assymptoten y = 0.

g ar definierad nérhelst ndmnaren &r nollskiljd. Namnaren &r noll for x = %‘/5 och dar

ar téljaren nollskiljd vilket medfor att g har lodréta assymptoter déir. Eftersom ndmnaren
ar ett andragradspolynom medan téljaren &r ett férstagradspolynom, dr limy. g(z) = 0
och g:s graf har den vagrita assymptoten y = 0.

6. Derivera uttrycket y = In (ln \/67) med avseende pa x. (3p)
Losning:
1
In (ln \/67) =In <2 ln(em)) =1In (g) =Inz —In2,
sa

dy _
dr

1
o

7. En bil har efter ¢ sekunder kort s(t) = tes* meter.
(a) Vad é&r bilens hastighet vid tiden ¢ =0 7 (2p)
Lo6sning: Hastigheten ges av derivatan:

d . .
v(t) = ﬁs(t) = e+ tcoste™™!.

Alltsd, v(0) = e +0=1m/s.
(b) Vad é&r bilens acceleration vid tiden ¢t = 7 7 (2p)
Losning: Accelerationen ges av derivatan av hastigheten:

d d , . . . . . .
a(t) = %v(t) =% (e + tcoste®™") = coste™™ ' +cos te™  —t sin te  +t cos? tesint,

Alltsd, a(n) = —1—1—-0+7=m — 2 m/s>

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

8.

10.

(a) Ge den matematiska definitionen av grénsvérdet av en funktion f(z) da x gar mot
a €R.
Lo6sning:
lim f(z) =
om det for alla e > 0 finns ett 6 > 0 sadant att |z — a| < § och x # a implicerar att
)~ L] <=

(b) Anvind definitionen av griansvirde for att visa att

lim 2x = 2.
rx—1

Lo6sning: Antag att ¢ > 0. Lat 6 = /2.
l—z|<déd=2-fx)|=12—22|=2]1-z|<2)=c¢.

Eftersom vi valde e godtyckligt litet foljer det 6nskade resultatet.

(a) For vilket kubiskt polynom p géller p(—2) = p(—1) = p(5) = 0 och p(0) = 47
Lésning: Enligt faktorsatsen och de forsta likheterna dr p(l‘) c(x+2)(x+1)(x—5)
for nagot ¢ € R. Enligt det sista villkoret &r 4 = p(0) =¢-2-1-(=5) = —10c =

c=—2,dvs p(z) = —2(z +2)(z + 1)(z — ).
(b) Bestdm a > 0 sa att
r<a
-]

l+lnz,z>a

blir kontinuerlig.

Losning: f blir kontinuerlig om och endast om vi villjer a sa att a® = 1 + Ina.
Eftersom funktionerna bada &r strikt viixande den enda lésningen till denna ekvation
ar a = 1.

Bestédm lutningen for tangentlinjen till ellipsen
2?24+ 2y2 422 —2y =14
i den punkt dér ellipsen korsar den positiva delen av z-axeln.

Losning: Implicit differentiering med avseende pa = ger

25 -2 14z
20 +4dyy' +2 -2y =0 = o = = .
z+4yy + (0 VS o2 T 1oy

Ellipsen skir z-axeln for « sa att 2242z = 4 dvs © = —14+/5, sa den efterstkta lutningen
ges av

y(—1+v5) = L ELEVE) +1(:1;0\/5) = 5.

Lycka till!
Petter Johansson
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Anviind binomialsatsen for att skriva polynomet p(z) = (222 — 1)® pa grundform.
Losning: Binomialsatsen ger
(222 — 1)° =(222)° 4 5(222)(—1) 4+ 10(222)3(=1)% + 10(223)2(—1)® + 5(22H) (- 1) + (-1)°
=322'0 —5.162% 4+ 10-82° — 10 - 42* + 5. 22% — 1
=322'0 — 802% + 8025 — 402" + 1022 — 1.

(b) Bestim f'(x) da f(z) = 2¢2L Fyrenkla si langt som mojligt.

tan
Loésning:
tanx _ arctanz
/ 1422 cos?
flla) = HE_ ot
an‘x
COS T arctan x
sinz(1 4 22) sinz
(c) Berikna

. 2?4203
lim

z—=1 \/x +3—2 )
Lo6sning:

limw— . (2* + 22 -3)(Vz +3+2)
z—1 \/m—Q _z—>1< $+3—2>(\/m+2)
iy @ DE (Va3 +2)

rz—1 r—1

= li_>mi(x+3)(\/x+3+2) = 16.

(d) f(x) &r en funktion som &r jimn, strikt vixande for > 0 och som uppfyller f(4) =5
och f(0) = 10. Bestam alla z for vilka f(z/3) = 5.
Losning:  Eftersom f &r strikt vixande for > 0 &r 4 det enda positiva tal for
vilket f ger virdet 5. Eftersom f dr jaimn och f(0) # 5 &r déarfor f(z) = 5 om och
endast om x = £4. Detta betyder att f(z/3) = 0 om och endast om x/3 = £5, dvs
r = £15.

(e) Los ekvationen sinx cosz = %.
Losning:
=sinzcosx

4

&

5 = 2sinx cos z = sin(2z)

2
<:>2x:%+2k:7reller2x:§+2k7r, keZ

@x:%—i—kﬂeller:ﬂ:g—&—km k € Z.

(3p)

(3p)

(4p)



