MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2014-10-28 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Klas Modin

0708 456479

LMA 033/515 Matematik BI1 och KI1

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 23 podng. For betyg 4 resp. 5 krivs 33 resp. 43 poéng sammanlagt pa tentamens
tva delar, varav minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med ovriga l6sningar.

2. Los olikhetsekvationen 2 — 3z + 2 < 0.

Losning: Faktorisering ger f(z) = 22 =32+ 2 = (z — 1)(z — 2). f(z) > 0om z < 1.
f(z) > 0 om z > 2. Didremot, f(x) < 0 om 1 < z < 2. Olikheten géller alltsa for z i
intervallet (1, 2).

3. Kurvan 22 — 6z + y? + 4y + 12 = 0 beskriver en cirkel.

(a) Ange centrumpunkten och radien for cirkeln.
Losning: Kvadratkomplettering ger:

22 —6x=(x—-3%2-9 och y?+4y=(y+2)>—4.
Alltsa
226+ +dy+12 =0 <= (2—3)2—9+(y+2)°—4+12 =0 < (z-3)*+(y+2)* = 1.

Detta &r en cirkel med centrumpunkt (3, —2) och radie 1.

(b) Ange en ekvation for tangentlinjen till cirkeln i punkten (3, —1).

Losning: Punkten (3, —1) ligger rakt ovanfor cirkelns centrumpunkt. Alltsa dr lut-
ningen for tangentlinjen dar 0. Alltsa ges tangentlinjen av ekvationen y = —1.

4. Rikna ut gransvirdet
x
lim

eoo ] — 4z 4z

L&sning: Division med x i tédljaren och ndmnaren ger

1 1 1 1
lim —— = = lim

ro0 ]l —Vdr? 4z el A+l im0l — 4+ limy o L 0-vd+0 2

x

Alltsa, gransvirdet existerar och &r lika med —1/2.

(16p)

(4p)

(4p)

(3p)



5. Derivera uttrycket y = e2¢sV7, (3p)

Losning: Kedjeregeln ger

d d d d 2cos /T o}
ﬁ = @e%"sﬁ = 62(:05\/5%2 cos\/T = QeQCOSﬁ(— sin \/:E)%\/E = _e\/;ln\/:f
6. Lat y = logy(2? + 1). Ange en ekvation for tangentlinjen till kurvan i punkten (1,1). (4p)

Losning:
2z

(In2)(z2+1)

Lutningen i punkten x = 1 dr alltsa m = W = ﬁ Punkt-lutningsformeln ger nu

dy 1 d 5
@y _ @ 1) =
dx (ln2)(:c2+1)d1:<x +1)

1 1
—l=—(z—1 =— (z—1)+1.
y @) = y=5@-1)+

7. Positionen vid tiden ¢ av ett foremal ges av s = f(t) = sin?(t). (4p)

(a) Vad &r foremalets acceleration vid tiden ¢t = ?
Losning: Accelerationen ges av andraderivatan:

d? d . d, .
a(t) = ﬁf(t) = ((2sint)(cost)) = 7 (sin2t) = 2 cos 2t.
Alltsa, a(m) = 2cos(2m) = 2.
(b) Vad &r foremalets hogsta momentana hastighet?

Lo6sning: Hastigheten ges av v(t) = sin2t. Det maximala vérdet av sin2t¢ ar 1, sa
alltsa dr den maximala hastigheten 1.

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen (4p)

8. (a) Formulera instédngningssatsen.

Losning: Om f(z) < g(z) < h(z) i nérheten av x = a och

lim f(z) = lim h(z) = L

r—a T—a
sa &r
lim g(z) = L.

T—a

(b) Anvind insténgningssatsen for att visa att

1
lim 22 sin <> =0.
x—0 x

1
—1 <sin <) <1.
T

Multiplicera denna olikheten med 22 s& fas (eftersom 22 > 0)

. 1
—z? < 22 sin <> < 22
T

Losning: For x #£ 0 géller

Utsagan foljer fran instdngningssatsen eftersom

lim 2% = lim (—2?) = 0.
z—0 z—0

9. Lat ) (4p)
Fz) = (r—2) omx <0
—4x+4 om x > 0.

(a) Ar f(z) kontinuerlig i punkten x = 0? Motivera ditt svar.

Lésning: Vinstergransvirdet lim,_,o- f(x) existerar och dr lika med 4. Hogergrins-
vérdet lim,_,o+ f(x) existerar och dr ocksa lika med 4. Alltsa existerar grinsvirdet
lim, o f(x) och &r lika med 4. Eftersom &ven f(0) = 4 sa &r lim,_,o f(z) = f(0),
d.v.s. f &ar kontinuerlig i punkten x = 0.

(b) Ar f(x) deriverbar i punkten z = 0?7 Motivera ditt svar.

f(0+h)—f(0)
h

Losning: Vinstergransvardet limy,_,o- existerar och &r lika med —4. Ho-

" w existerar och ar ocksa lika med —4. Alltsa existe-

f(0+h)—£(0)
h

gergransvardet limy,_,q

rar gransvardet limy_q , d.v.s. f &r deriverbar i punkten x = 0.

10. Bestim derivatan till funktionen f(z) = 252, (4p)

Lo6sning:
sin x

y=2"""=Iny = (sinx)lnx

Implicit differentiering samt produktregeln ger

1 . .
ldy _ (cosz)Inzx + Y = dy _ Yy ((cosx)lner smx)
x dx x

Alltsa, f/(z) = 257 ((cos z) Inz + #22)



Lycka till!
Klas M
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Los ekvationen v2 —x — 2 = 0. (4p)
Losning: Kvadrering av ekvationen /2 — x = x ger

1 1 8 9
1 3
< x+§::i:§:>x1:1,x2:—2.

x1 &r en sann rot, eftersom /2 —1—1 = /1 —1 = 0. 25 ér en falsk rot, eftersom
2—(—2)—1=+v4—-1=2—1=1%# 0. Alltsa, ekvationen har en 16sning z; = 1.

(b) Bestim f'(x) da f(z) = ~24%;. Forenkla sa langt som mojligt. (3p)
Losning:
! d sinx sin x sinx 1
fi(r) = —eTtanz = ™ cosrtanz + T —— =
dx cos* X

. 2 )

: sin x 1 : . Ccos® x + sin“ x : .

e | cosx + 5 =" [ sinx + — | = esmr (smx + 1+ tan? x)
cosT  cos?z cos? x

eller alternativt eS"* (sin T+ 00812 x)

(c) Ange inversen f~! till funktionen f(z) =1— e~ 2. (3p)
Losning:
y=1l—e"=mn(l—-y)=—2 < z=—In(1—y).

Inversen ges alltsa av f~!(z) = —In(1 — z) (som alternativt kan skrivas In (ﬁ))
(d) Ange doménen (definitionsméngden) och virdeméngden till funktionen f(z) = v/16 — z4. (3p)

Losning: Vi har villkoret 16 — 2% > 0 for att funktionen ska vara definierad. Alltsa
16 > 2% <= 4>2% <= —2 <2 < 2. Dominen ir alltsa [—2,2]. Det minsta viirdet
funktionen antar dr 0 (da z = 2 eller x = —2). Det storsta virdet funktionen antar
ar 4 (da = = 0). Eftersom funktionen dr kontinuerlig antas alla virden didremellan
(satsen om mellanliggande virden). Virdeméngden &r alltsa [0, 4].

(e) Hitta alla virden av z i intervallet [0, 27| som uppfyller ekvationen 2 cos x+sin 2z = 0. (3p)

Lésning: Anvinder man sin 2x = 2sin z cos x fas

2cosz + 2sinzcosz =0 <= 2cosz(l +sinz) = 0.

Fall I: 2cosz =0 = x1 = § och w3 = 37”
Fall II: 1 + sinz =0 <— sinx:—1:>x3:37”:a:2.
Alltsa, tva losningar o1 = 5 och 29 = 37”



