MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2015-01-02 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Stig Larsson

073 340 9006

LMA 033/515 Matematik BI1 och KI1

Tentan rdttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlam-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkant pa tentan kridvs 23 podng. For betyg 4 resp. 5 kridvs 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens
tva delar, varav minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar lidggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med ovriga l6sningar.

2. Los absolutvérdesekvationen |z + 3| = |2z + 1].

Lésning: Ekvationen &r uppfyllt om antingen +3 = 2x+1 eller x+3 = —(2z+1). Forsta
ekvationen har 16sningen z; = 2. Andra ekvationen har 16sningen z9 = —4/3. Losningarna
ar alltsa x1 = 2 och g = —4/3.

3. (a) Ange en ekvation som beskriver cirkeln i planet som skir genom punkten (2,3) och
med centrumpunkt (1,2).
Losning: Radien 4r avstandet mellan (2, 3) och (1,2), alltsa r = /(2 — 1)2 + (3 — 2)2
V2. Cirkeln ekvation ir alltsa:

(x—1724+@y-22=r’=2.

(b) Ange en ekvation fér tangentlinjen till cirkeln i punkten (2, 3).

Lésning: Linjen mellan centrumpunkten (1,2) och punkten (2,3) pa cirkeln har
lutningen 1. Tangentlinjen &r vinkelrdt mot den linjen, alltsa géller att dess lutnings-
koefficient uppfyller m -1 = —1, d.v.s. m = —1. Punkt-lutningsformeln ger nu

y—3=—-1(zx—-2) <= y=—x+5.
4. Rikna ut grénsvérdet

z—1 1—=x

2-2
lim arctan (ﬁ) .
Losning: Eftersom arctan dr en kontinuerlig funktion géller att

lim arctan (2_2\/5) = arctan (hm 2_2\/5> .

T—1 11—z z—1 1—x
Eftersom (1 —z) = (1 — v/x)(1 4+ /z) far vi
2-2/3 _ 227 2 2

= li =Z=1
sl 14z 2

lim

a3 1-z e (1— o)1+ 2)

Grénsvérdet blir alltsa arctan1 = /4.

(4p)

(3p)



5. Derivera funktionen f(z) = Q—i& Forenkla sa langt som mojligt. (3p)
cos T

Loésning: Kvotregeln ger

by (24 cos )L sinw — (sinw) L (2 + cos ) _ (2+cosz)cosz +sin*z  2cosz+1
f) = (2 + cosx)? B (2 + cosz)? (24 cosx)?’
2?24+ 1
6. (a) Hitta alla horisontella asymptoter for grafen till funktionen f(z) = Py (4p)
L&sning: Eftersom
. 2 +1
lim — 00
z—00 3x — 6
och
. 2 +1
lim —00

sa finns inga horisontella asymptoter. (Déremot finns det en vertikal asymptot vid

x=2.)
(b) Skissera grafen till f(z).

L6sning:
101
5|

a— 2 4 6 8 10
5l

iy . N tt 5tt 9t
7. Positionen vid tiden t av ett foremal ges av s = f(t) = — — — + — + =. Ange alla (4p)

tidpunkter da foremalets acceleration &r 0.

Losning: Accelerationen ges av andraderivatan:

d? d (¢ _, N
a(t):dt?f(t):dt<3_5t +9t> =2 —10t+9=(t—1)(t —9).

Detta polynomet &r 0 vid tva tidpunkter: ¢; = 1 och t3 = 9.
VAND!



Del 2: Overbetygsdelen (4p)

8.

9.

10.

(a) Formulera satsen om mellanliggande virden.

Losning: Om f(z) &r en funktion med domén [a,b], f(a) # f(b) och N &r ett tal
mellan f(a) och f(b), da finns ett tal ¢ € (a,b) sa att f(c) = N.

(b) Visa att ekvationen
arctanr =1—=x

har minst en l6sning.

Losning: Definiera funktionen f(z) = x — 1 + arctanz. Vi ska visa att ekvationen
f(z) = 0 har minst en 16sning. Notera forst att f(z) &r kontinuerlig. Dessutom &r
f(0)=0—-1+arctan0 = —1 < 0och f(1)=1—1+arctanl = 7/4 > 0. Satsen om
mellanliggande vérden ger da att det existerar ett ¢ € (0,1) sa att f(c) = 0. Talet ¢
dr ddrmed en 16sning till ekvationen, alltsa finns det minst en 16sning.

Funktionen (4p)
2 omz < —2
)= =

2—x _
P B om x > —2.

har 3 diskontinuiteter. Bestdm dessa och klassificera var och en som antingen:
(i) borttagningsbar,

(ii) o#ndlig,

(iii) hopp-diskontinuitet.

Lo6sning:
lim f(z)=2 men lim f(z)=1.
T——2" r——21
Alltsé en hopp-diskontinuitet vid 2; = —2. Namnaren faktoriseras 22—z —2 = (z—2)(z+1)
och har alltsa nollstéllena o = —1 och x3 = 2. Eftersom bade x5 och x3 &r storre &n —2,

sa dr bada dessa punkterna diskontinuiteter. Nu géller

2 1
lim f(z) = lim ——~ % = lim ——— = —

1
11m = —.
z—2 T—2 (.’E — 2)(:6 + 1) z—=2x + 1 3

Punkten x3 &r alltsa en borttagningsbar diskontinuitet. Punkten x5 dr en oédndlig diskon-
tinuitet.

Bestédm lutningen for tangentlinjen genom (3,1) till kurvan definierad av ekvationen (4p)
2(z” + )% = 25(2® — 7).

Losning: Implicit differentiering ger
d
I (2(2* +y*)* —25(z® — y?)) =0 =
x

d dy
2 2 2 2 —
4(x* +y°) (9: —l—y) 50z + 50y 0 =

d
(8y(:1c2 +9°%) + 50y) ﬁ =50z — 8z(2? +¢?) —=
dy 50z — 8z(x? + y?)

dr  Sy(x? +y?) + 50y




I punkten (3,1) far vi alltsa att

dy 50-3-8-3(3°+1%) 150-8-30 15-24 9
der  8(32+12)+50  80+50  8+5 14’

d.v.s. lutni ar ——.
v.s. lutningen &r ——=

Lycka till!
Klas M
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Anvind binomialsatsen for att expandera uttrycket (z? — 1)%. (3p)
Lo6sning:
(@ -1y =
(@ + (1) =

4.3

(@) + 4@ (1) + (@) (1) + 4(2*) (- 1) + (-1)* =

1-2
28 — 428 + 62t — 422 + 1.
(b) Bestdm f"(z) da f(z) = —". Forenkla sa langt som mojligt. (4p)
Loésning:
1+ 22
! e
f(SU)— (xg_l)z'
() = 83 _ 6x _
(z2—-1)° (22 -1)°
8P B 623 — 6z 22 + 6z  2z(z? + 3)
(z2-1)° (22-1)° (22-1)° (22-1)°"
(c) Los ekvationen Inx + In(x + ;) = 0. (3p)

Losning: Logaritmlagarna ger

Inz + In(x + g) = In(z(x + g))

Alltsa far vi ekvationen

x(m+%):eozl = (- P +2) =0

Losningarna till denna polynomekvationen ar alltsa x; = % och 9 = —2, men x5 ar
en falsk 16sning eftersom In(—2) inte &r definierat. Ekvationen har alltsa en 16sning
som ges av x = %

.
1422
Losning: Néamnaren #r positiv for alla reella tal z, alltsa dr doménen (—o0, 0).
Maximala véirdet &r 5 och uppnas da z = 0. Minimala virdet &r 0 och uppnas da
x — +oo. Eftersom funktionen dr kontinuerlig antas alla viirden diremellan (satsen

om mellanliggande viirden). Virdeméngden &r alltsa [0, 5].

(d) Ange doménen (definitionsméngden) och virdeméngden till funktionen f(x) (3p)

(e) f(z) dr en funktion vars nollstéllen &r z = 0, x = 1 och x = 4. Ange alla nollstéllen (3p)
till funktionen g(x) definierad av g(x) = f(z?).

Losning: Vi far tre ekvationer for nollstillena:
w2:0, x2:1, z? =4,

Den forsta ekvationen har endast 16sningen ;1 = 0. Den andra ekvationen har 16s-
ningarna ro = 1 och z3 = —1. Den tredje ekvationen har lésningarna x4, = 2 och
x5 = —2. Alltsa, g(z) har fem olika nollstéllen 2z = 0, = +1 och z = +2.



