MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 121219 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Dawan Mustafa

0703 088 304

LMA515 Matematik KI, del B

Tentan rdttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2011
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krivs dessutom 33 resp. 43 poing sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar 14ggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Definera begreppet lokalt maximum. Rita figur!
Losning:
Se foreldsningsanteckningar.
(b) Bestim storsta och minsta virde av f(z) = /z e~ V® pa intervallet 0 < z < 4.
L6sning:
1

f/(w) — me—ﬁ + \/56—\/5 . (

Vi har da att

1 e VT .
—ﬁ):ﬁ(l—ﬁ):Odam:

2 1
f(0) =0 och f(4) = — (4ndpunkterna i det slutna intervallet), samt att f(1) = —.
e e

Enligt satsen om storsta och minsta vérde har vi da att f(0) = 0 &r minsta vérde och

f(1) = — &r storsta virde.
e

3. (a) Bevisa att Dsinz = cosx, da vinkeln x anges i radianer.
Losning:
Se foreldsningsanteckningar.

sinz

———— dx genom att genomftra en lamplig substitution.
cos“x +1

(b) Beriikna integralen /

Losning:

sinx t =cosz 1
/608296—1—1 dr = {dt: —sinxd:r} - _/7524-1 dt = —arctant + C

= —arctan(cosx) + C.

322 —4

4. Funktionen f(l') = m
< — 4x

ar given.

(a) Bestdm eventuella horisontella och vertikala asymptoter till kurvan y = f(x).
(b) Bestam eventuella lokala maxima, lokala minima och inflexionspunkter for f.

(c) Skissera kurvan y = f(z).

(3p)

(3p)

(2p)



Loésning:
f—o0odax— 2% och da x — 27, vilket innebiir att vi har en lodriit asymptot: x = 2.
f — 3 da x — *oo, vilket innebéar vagrit asymptot y = 3.

Derivering av f ger
_ bx(z—2)?— (322 —4)2(x —2)  2(x—2)(32® — 6z — 322 +4) 4(2— 3x)

/
f(x)— (x_2)4 - (x_2)4 = (35_2)3'

2 92 9
fl@)=0foro=3.f<0diaz< 3 och f'>0daz > 3’ vilket ger att vi har ett lokalt
minimum i punkten (g, —g)

] (x =2y i @2y =Gt

f"(z) =0 for x = 0. Vi har att f” < 0da x < 0= f konkav i intervallet och f” > 0 da
x > 0= f konvex i intervallet. f overgar fran att vara konkav(z < 0) till konvex (z > 0),
vilket innebér att vi har en inflexionspunkt i (0, —1).

Vi ritar nu grafen till f.

5. Da dagsljuset tringer ner i en sj6 avtar ljusets intensitet I(z) med djupet z under vatten-

ytan enligt Lamberts lag:
dl

=
dér k dr en positiv konstant. Bestdm funktionen I(x) om ljusintensiteten ar 1(0) = Ip vid
ytan och I(1) = 0.41y pa 1 meters djup.

—kI

Lo6sning:

Vi skriver (DE) som
I'+kI=0

kxz

och loser den som en linjir (DE) av forsta ordningen. LF ef®) = ¢5*  multiplicerar vi

bada leden med e** far vi
I'e* 4 keb* 1 =0 < (Ie*) =0
Integrering av bada leden ger

Ie" = C o I(z) = Ce™F=.

(4p)



Vi har att 1(0) = Iy vilket ger oss C' = I och vi far da
I(z) = Ipe %=,

Pa 1 meters djup har vi att I(1) = 0.41 vilket efter inséttning ger oss

2 2
Iw*izmuﬁ:aVZE@k:—mg.

Sokt funktion blir da 5
u@:hw%:%%w

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poéng pa dessa uppgifter riknas in fér att na godkintgriansen.

6.

Antag att f dr kontinuerlig och att f > 0 i ett Oppet intervall I. Antag vidare att zg,x
ligger i I, med xzp < x. Lat A(x) vara arean av det omrade som begrénsas av kurvan
y = f(x) , z-axeln och de tva vertikala linjer som gar genom z( respektive z. Bevisa att

A(w) = f(a).
Lo6sning:

Se foreldsningsanteckningar.

1
Konstruera kurvan y = arctan+/xz — 1 — arcsin T med angivande av definitionsméngd,
T

eventuella lokala max- och minpunkter, samt asymptoter.
Lo6sning:

Dy={x:2>1}.
Derivering av f ger

L 1 VT 1, __1
f(x)—1+(x_1)'2\/$_1_\/z_1.(_2x\/§)_m\/m

vixande i intervallet [1, 00).

>0, for x > 1 = f stringt

T . . - m
Vidare har vi att f — 5 da x — oo, vilket ger oss en vagriat asymptot y = 5

Vi har att f(1) = —g, vilket ger oss ett lokalt minimum i punkten (0, —g)

Vi kan nu skissera grafen till f.

vA

8.

I en viss bakteriepopulation dndras antalet bakterier med en hastighet som &r proportionell
mot antalet bakterier. Bestdm antalet bakterier som funktion av tiden om man vet att vid
tiden noll &r antalet bakterier 1000 stycken och att efter 6 timmar har antalet bakterier
fordubblats. Hur manga bakterier finns det efter ett dygn?

Lo6sning:

dN
Sétt N (t) = antalet bakterier vid tiden ¢ timmar. a blir da antalet bakterier per timme.

Vi far da foljande differentialekvationen att l6sa:

dN
— =kN
dt

(4p)

(4p)

(4p)



som har den allménna 16sningen

N(t) = CeM.
Vi har att N(0) = 1000 vilket ger C' = 1000 och vi far da

N(t) = 1000e**.

In2
Vi har dven att enligt texten att N(6) = 2000 vilket ger oss att k = % och funktionen
blir da

In 2

N(t) = 1000e s *.
Antalet bakterier efter 24 timmar blir

N(24) = 1000 6 2% = 100042 = 1000€™ ® = 1000 - 16 = 16000.

Lycka till!
Jonny L



Anonym kod

LMAS515 Matematik KI, del B 121219

sid.nummer

1

Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

2
—x—2
Berédkna gransvirdet lim roe-s
r—2 — 4z
Lo6sning:
2ox-2 -2 1 1
i P2 g, @A) g el 3

52 13 —Ax e2z(r—2)(x+2) z-2x(z+2) 8

Svar: —.
var: ¢
. . 1
Berédkna integralen / — dux.
22 + 3z +2
L&ésning:
/1 d /(1 L ydr=mle+1-Inje+2[+0C
€Xr = — T = 1N |T — 1N T .
22 + 3z + 2 r+1 x+2

1

Svar: ln|x+ |+ C.

T +2
Los differentialekvationen y' = \/y .
Losning:

dy

y/:ﬁx®(day7&0@\7d——x sep.) /dy—/md:c,
som har allménna losningen y = ( +C)%. Vi ser att y = 0 éir en 16sning till (DE)och

att den ej ingar i allménna lésnmgen

Svar: y = (% + 0)2 och y = 0 som &r en singulér 16sning.

™
Kurvan y = sinzv3cosz, 0 <z < 5’ roterar kring z— axeln och bildar en homogen
rotationskropp K. Beréikna volymen av K.
Losning:

jus

2

=T V.e.

[=VTE

V:ﬂ/sin2x 3cosx dr=m [sin?’x]
0

Svar: 7 v.e.
Los differentialekvationen y” + 2y +y = 22,
Losning:

y=1yn+y. KE:1r?+2r+1 =0 <« r =ry = —1. Homogena losningen blir da
Yp = (Clx + CQ)G_I
Ansiitt:y, = az? + bx + c. Derivering och insiittning i (DE) ger a = 1, b= —4, ¢ =6.

Svar: y = (C1x + Ca)e ™ + 22 — 4z + 6.

(3p)

(3p)

(4p)



