MATEMATIK Hjilpmedel: inga
Chalmers tekniska hogskola Datum: 111215 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Magnus Onnheim

0703 088 304

LMAS515 Matematik KI, del B

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldm-
nade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2011
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Bevisa att om F och G &r tva primitiva funktioner till f pa I, sa giller att G(z) =
F(z)+ C for allaziI.

Lo6sning:

Se foreldsningsanteckningar.
2

(b) Beriikna integralen / xlnzx dx.
1

Lo6sning:
2 2
2 2 2
1 3
/xlnx de ={PI} = [ZIHJJL—/Z-mdx:...:21n2—4.
1 1

3. (a) Definera begreppet lokalt maximum. Rita figur!

Lo6sning:
Se foreldsningsanteckningar.

(b) Finn samtliga lokala extrempunkter samt storsta och minsta virde till funktionen
f(z) = sin® z pa intervallet (—, ).
L6sning:
Derivering ger f'(z) = 2sinxzcosz = sin(2z) = 0 da = = % Vi far da for olika
vérden pa n ( genom teckenstudier) lokalt minimum i (0,0) som ocksa &r minsta

vérde. Vidare har vi lokalt maximum i (——,1) och (g, 1) dér f ocksa antar sitt

E)
storsta varde.

(2p)



yA

y=sin?x
1
!
X
4. Berikna arean av det omrade som begrinsas av kurvan y = sin 2z, positiva z— axeln och (4p)
. .. T T
de vertikala linjerna x = a och z = 5 Rita figur!
Losning:
w/2 3
A= [ sin(2z)dz=..=-.
/6 4
o2
5. Berdkna int 1 dz. 5
erdkna integra en/1 po— (5p)
Lo6sning:
> 2 > 2 2 o0 N
dx = {PBU} = S——")dr = [2Inz — In(z? +1)]] = |1 =
/1 g = 1PBU} /1 (G mr)de = Rie—In@ + D) [nx2+1]1
. u? 1 1

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poéng pa dessa uppgifter riknas in fér att na godkintgriansen.

6. Skissera grafen till y = arcsin z och hérled ett uttryck fér derivatan till arcsin x.
Lo6sning:

Se foreldsningsanteckningar.

1
7. Konstruera kurvan y = arctan x —arctan — med angivande av definitionsméngd, eventuella

lokala max- och minpunkter, samt asymptoter.
Lo6sning:

Df = {.%' X 75 0}.
Derivering av f ger
1 1 1 2
! — — o (—— = —
(—O0,0) N (07 OO)

T L. . o ..
Vidare har vi att f — 5 da z — oo, vilket ger oss en vagrét asymptot y = 3.

> 0 = f strdngt véxande i intervallet

Vi har att f — —g da z — —oo, vilket ger oss en vagrit asymptot y = —3.
Grénsvéardesstudering i en omgivning kring 0, ger att f — —g da z — 0" och att
fo g di z— 0.

Sammanfattning av vara resultat presenteras i nedanstaende tabell samt en skiss av grafen.

ST

+ +
f@ | =5 |/ 5/=-53]1/

1
/ y=artanx—arctan—
X

>

8. I ett nyvidrat rum med volymen 120 m3 bérjar nagra personer att roka. Roken sprider sig
i en takt av 0.01 m3/min och den vilblandade rokluften limnar rummet i samma takt och
ersiitts med ren luft genom ventilation med samma takt 0.01 m3/min. Roken innehaller
4% av den hilsovadliga gasen C'O. Bestdm halten av gasen CO som funktion av tiden.
Efter hur lang tid nas det hélsovadliga virdet 0.012 % ?

Lo6sning:
Lat y(t) vara koncentrationen (i procent) koloxid (CO) i rummet t min efter det att

personerna borjat roka. Vi vet da att y(0) = 0. Fordndringshastigheten for y(t) (dvs.
derivatan) &r differensen mellan tillskott och bortfall.



0.01-0.04
Tillskottet fran rokandet &r — 10 procentenheter per minut, och

01y(?)
120
Detta ger oss begynnelsevirdesproblemet;

bortfallet p.g.a. ventilation &r procentenheter per minut.

;y_ 001004 0.01y(t)

/ —
y'(t) 130 50 y(0) =0

Differentialekvationen &r linjar och kan skrivas;

1 0.04

)+ ——y(t) = ——r DE
v (1) + 15000Y™® = 12000 (DE)

1 t °
Den integrerande faktorn &r e/ 12000 % = e o000 s4 ;

- 0.04 ﬁooo o
~ 12000°

(DE) & % (eﬁy(t))
t t —t
e12000y(t) = 0.04et2000 + C' < y(t) = 0.04 + C'e12000
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger sedan att C' = —0.04 sa
y(t) = 0.04(1 — eT2000)

Vi vill nu ocksa bestimma den tidpunkt 7" for vilket koloxidhalten y(¢) natt den farliga
nivan 0.00012;

0.04(1 — e2000 ) = 0.00012 < 1 — eT000 = 0.003 <

eTm00 = 0.997 < T = —12000 In0.997

Svar: Halten koloxid ¢ minuter efter det att personerna borjat roka ér 0.04 (1 — eﬁ) och
efter —12000 In0.997 (= 36) minuter sa har halten natt den hélsovadliga nivan.

Lycka till!
Jonny L
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Los differentialekvationen 3" — 3y’ — 4y = 0.
Loésning:

KE: 72 —3r —4=0%r; = —1,7r = 4. Allméinna 16sningen blir da
y = Cre " + Cqe®.

Svar: y = Cre™® 4 Che’®,
22—z +1

Ange samtliga asymptoter till kurvan y = et 1
x

Losning:

1
Lodréat asymptot: z = 5 Undersokning av sned asymptot.

2 1 1
f(x):x i — —da z — Foo.
x z(2z 4+ 1) 2
22—+l 1 —3r+1

3
T s U NN 0P T S SN
f@) —he ==~ 5" or 1 4T T E®

1 1 3
Svar: Lodrét asymptot: © = 5 Sned asymptot: y = §x -1

sinx

Berékna integralen / dx.

cos?
Losning:

sinx t=coszw 1 1 1
/008295 dx_{dt:sinxdaz}__/t?dt_t+c_cosx+0'

Svar: + C.

COS T

3—+v10—
Berdkna gransvirdet lim S e

r—1 .’L'2 —1

(4p)

(3p)

(3p)

(4p)

Loésning:
3—V1I0—z 9-10+=x _ z—1 B 1 .
2-1 (z-D+1)B+vV1I0—z) (z—D+1)B+vV1I0—2z) (z+1)(3+v10—2z)

1
— da 1.
B daz —
Svar: i

12

! _ 2

Los begynnelsevérdesproblemet { 2xy?j/(1)—_l —1i_ Y

Loésning:
Separabel diff.ekv. och vi far da

2y _ (1 2y _
/14_y2 dy—/xd:p@ln(l—i—y)—lna:-l-C'

y(1) = 1 ger C = In2. Vi far da In(1 + y?) = Inx + In2 = In(27). Léser vi ut y ur

ekvationen far vi att y = /22x — 1.

Svar: y = +/2x — 1.



