MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2016-08-24 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Edvin Wedin
ankn 5325

Losningsforslag LM A515¢c och LM A033b

Tentan rittas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2016
riknas med. For betyg 4 resp. 5 kridvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 poing pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2 + y = 2
2. (a) Los ekvationssystemet Qi _ oy i B 0 approximativt med minstakvadrat-
-z + 2y = 1
metoden.
2 1 2
o . 1 0 -1
Losning: Systemet kan skrivas som Ax = b med A = 5 1 ochb = 0
-1 2 1

Minstakvadrat-losningen X 16ser normalekvationerna AT Ax = ATb. Vi far ATA =

10 -2 0 [2 _ roo1 16 27
[_2 6 },A b= [4], det(A" A) =56, (AT A)~" = %12 10 . Minstakvadrat-
o . B 5/14
(AT V-1 ATH —
l6sningen blir x = (A" A)™* A b_[ll/lél]'
(b) Hur stort blev minstakvadratfelet?
21 2 -7
. .. 1|5 1 1] 19
Lo6sning: Ax—b—ﬁ Sl o =1l 21
17 1 3

724197+ (-1)? +3*  [42 1
Minstakvadratfelet blir ||Ax — b|| = \/( 0"+ 912;( )"+3 = 74(2) = \/f

3. (a) Om A och B ér kvadratiska matriser beskriv det(AB) uttryckt i det(A) och det(B).
Svar: det(AB) = det(A) det(B).
(b) Berikna AB, det(AB), det(A), det(B) och verifiera att din formel stimmer fér ma-

triserna
3 01 1 -1 0
A=| -2 21|, B=|2 0 0
2 10 4 1 1
7T -2 1
Losning: AB=| 6 3 1 |.det(AB)= —18, det(A) = —9, det(B) = 2, sa vi ser
4 -2 0

att det(AB) = —18 = —9 - 2 = det(A) det(B).

(2p)



4.

(a) Givet punkterna A = (1,2,3), B = (2,0,1) och C = (0,1, —1), bestdm planet som

~

gar genom punkterna.

1 -1
Lo6sning: Vektorerna ﬁ = | -2 |, z@ = | —1 | &r parallella med planet sa
-2 —4
T gz 6 2
ﬁ X ﬁ = 1 -2 -2 = 6 =3 2 dr ortogonal mot planet.
-1 -1 —4 -3 -1
2
Léngden pa normalen spelar ingen roll, sa vi kan vélja normal n = 2 | . Planet
-1

gar genom punkten A, sa planets ekvation blir 2(x — 1) +2(y — 2) — (z — 3) = 0 som
dven kan skrivas 2z 4+ 2y — z = 3.

Avgor om linjen z —4 =y —3 = ar vinkelrdt mot planet.

Lo6sning: Linjen kan skrivas som z =4 +1¢, y = 3+ t, 2 = —1 4 4¢, linjen &ar parallell
1
med vektorn | 1 | =
4
vinkelrat mor planet.
Bestédm vinkeln mellan jﬁ och 1@ .
Losning: [AB| = /T2 1 (<22 + (—2)2 =0 =3, |AC| = /(12 + (-1)2 + (-4)? =
V18 = 3v2, |E X @| =3/22 422 + (—1)2 = 3v/9 = 9. Om vinkeln mellan vekto-
rerna dr 6 sa ir |B X zﬁ] = |E||zﬁ‘ sin 6.
9

—@, sa linjen &r parallell med planet. Alltsa &r linjen inte

Vi far alltsa sinf = = —dvs 0 =7/4.
IRENCRG /
Bestdm for vilka véirden pa konstanten a som matrisen
1 2 -3
A= -3 0 a
-1 -1 2

ar inverterbar.
Losning: Determinantkriteriet ger att A &r inverterbar omm det(A) # 0. Berdkning
ger det(A) = 3 — a, sa A ar inverterbar da a # 3.

Beriikna A~ for a = 4.

Lo6sning:

1 2 —=3]1 0 0 1 2 -3[1 0 0]

-3 0 41]/010|~]06 =5|310

| -1 -1 2|0 0 1 01 —1|1 0 1

1 2 =31 0 0 1 2 =3/1 0 0 ]

~101 =1]/101|~]01 =1|1 0 1

|06 53 10 00 1|-31 —6|

(1 2 0|-8 3 —18 10 0/-4 1 -8 —4 1 -8
~1010/-21 -5 |~l010[/-21-5|=2A"1=]|-21 -5
(00 1|-3 1 -6 00 1/-3 1 —6 -3 1 -6

(2p)

(2p)



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Réatt svar utan motivering ger inga poéng.)

(a) Om A och B dr matriser sadana att AB = 0, da maste A =0 eller B = 0.

Svar:Falskt.A:{g (1)} ochB:[g g]gerAB:O,menA#OochB;«éO.

(b) Om vektorerna u och v #r parallella sa &r u x v = 0.
Svar: Sant. Om u och v ar parallella och u # 0, sa kan vi alltid skriva v = Au for
nagot tal A. Rékneregler for kryssprodukt ger u x v=ux (Au) = duxu=v xu=
—u X v. Detta innebér att u x v =0. Om u = 0, sa far vi direkt v x u = 0.

(¢) Om A &r en 4 x 4 matris sa &r det(—A) = —det(A).
Svar: Falskt. Om vi bryter ut en faktor —1 fran varje rad far vi ett minus tecken fran
varje rad, dvs. det(—A) = (—1)* det(A) = det(A).

7. Bestdm spegelbilden av punkten (1,2,3) efter spegling i planet x — y 4+ z = 1.

Lo6sning: Lat Py = (1,2,3) och lat P = (x,y, z) vara en punkt i planet, som har normal

1
n = —1 |. Om P; ar punkten i planet som ligger nirmast Py, sa kommer projek-
1
—

— — PPy - -1)—(y—2 -3
tionen av PP, pa normalen vara PPy = n(-)nnn = (z 1>2 +(<y_1)2)—:-1(22 )
T—y+z—2 . . . . .

#n = —gn. I sista steget anvénde vi att P ligger i planet dvs z —y + 2z = 1.

T
Avstandet mellan Py och planet &r nu |P; Py|. Vi dr intresserad av spegelpunkten P, som

ligger lika langt fran Py, men pa andra sidan. Punkterna Py, P; och P; ligger lings norma-
1
— — 2 2
len. Alltsa far vi PoPy = 2P Py = —gn =-3 —1 |, sa koordinaterna for spegelpunkten
1

ir Py = (1— (—2/3),2—2/3,3 — (—2/3)) = (5/3,4/3,11/3).

Py

o P

P,

(1p)

(1p)

(1p)

(4p)



8. Lat [ : R? = R? och G : R? — R? vara avbildnigarna som ges av F(aq, a1, a2) = (2a1, 3az)
och G(bo, bl) = (0, b0/2, b1/3)

(a) Visa att avbildningarna F' och G é&r linjéra.
Lésning: F(ciag+ c2as, c1a; + caaq, cras + caas) = (2(c1a1 + c2a4), 3(cra2 + c2as)) =
c1(2a1,3a2) + c2(2a4,3as) = c1F(ag, a1, a2) + c2F (a3, a4, as) sa F dr linjér.
G(Clbo 4+ cobo,c1b1 + Cgbg) = (0, (Clb() + Cgbg)/Q, (C1b1 + Cgbg)) = 61(b0/2,b1/3) +
02(52/2,3b3/3) = ClG(bo, bl) + CQG(bQ, b3) sa G &r linjar.

(b) Bestdam matriserna for avbildningarna F' och G.

Losning: Det ar ldttare att se matrisen ifall vi ser F' och G som avbildningar fran vek-
1

torer till vektorer. Bilderna av standard bas vektorerna blir da F( 0 > = [ 8 ]’
0
0 0
F< 1 >:[2}ochF< 0 ):[O]gerF(u):AumedA:[O20]'
0 3 00 3
0 1
1 0 0 0 0 0
G([O]): 1/2 ochG([l]): 0 gerG(v)=BvmedB=| 1/2 0
0 1/3 0 1/3

(c) Bestdm matriserna for sammansittningarna F o G och G o F. Ar G invers till F'?

Losning: Matrismultiplikation ger (FoG)(v) = ABv = [ (1) (1) ] v och (GoF)(u) =
0 00

BAu= | 0 1 0 [u. Alltsa &r G inte invers av F.
0 01

Hoppas det gick bral
Thomas Béackdahl

(1p)

(2p)

(2p)



Anonym kod sid.
Losningsforslag LM A515¢c och LM A033b 2016-08-24

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

z + 2y — 2z = -1
(a) Finn alla l6sningar till ekvationssystemet ¢ —z — 2y = -3 . (3p)
20 + 4y — 5z = -4
Losning:
1 2 -2]-1 1 2 -2|-1 1 2 -2|-1 1 2 03
-1 -2 0|-3|~]00 —2|-4]|~]00 1]2 |~]00 1|2
2 4 —-5|-4 00 —-1]-2 00 01]O0 0 0 00
Svar: t=3-2t,y=t z=2,t€R.
(b) Lat A, B,C vara horn i en triangel. Illustrera i figur vektorn 948 — AC (2p)
Lo6sning:
AC
5
f%/ VRB
~
A¢ » ('
) . : . . 1 -1 2 3
(c) Los matrisekvationen A* X — X = Bda A = 1 3 och B = Rt (4p)

Losning: ATX - X =B& (AT -N)X=B& X =(AT-I)"'Bom (AT — 1)~}
existerar.AT:[ 1 1],AT—I:[ 0 1],det(AT—[):loch(AT—I)1:

-1 3 -1 2
2 -1
1 0 |
5 5
. _ (AT _ n-1p _
Svar: X = (A I) B_[Qg]'
0
2

(d) Avgér om vektorn u = kan skrivas som linjirkombination av vektorerna

-7
1 2
vi=| 0 | ochvy=| —2 | och ange i sa fall den linjdrkombinationen. (3p)
-2 3
L6sning:
1 2 0 1 2 0 1 210 1 0] 2
21 2 ~ 10 =2 2 ~|10 1|-1|~]0 1]-1
-2 3 | =7 0o 7 |-7 0 1]-1 0 0] O
Svar: Ja, u kan skrivas som linjarkombinationen u = 2v; — vo.
1 —1
(e) Beriikna projektionen av vektorn a= | 0 | pa vektorn b= | 3
2 1
Lésning: a-b=1,b-b=11. (3p)
b 1| !
. Proiekti - _ 1
Svar: Projektionen av a pa b ar b bb 1 3

—_



