MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-03-16 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Henrik Imberg
ankn 5325

Losningsforslag LM A515c

Tentan rittas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2017
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Givet punkterna A = (2,1,3), B = (3,1,1) och C = (1,2,3), bestdm planet som gar
genom punkterna.

1 —1
Lo6sning: Vektorerna 1@ = 0 |, 144(} = 1 ar parallella med planet sa
-2 0
T oy z 2
1@ X ﬁ =| 1 0 —2|=] 2| &r ortogonal mot planet. Langden pa normalen
-1 1 0 1
2
spelar ingen roll, s vi kan vélja normal n = | 2 |. Planet gar genom punkten A,
1
sa planets ekvation blir 2(z — 2) +2(y — 1) + (2 — 3) = 0 som &ven kan skrivas
2v4+2y+2=9.
(b) Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna A, B och C.
1 1] 2 1 5 3
Losning: Arean ér i‘ﬁ X 1@| = 5] 2 || = 5\/22 +2l+1= 5 =3
1
(c) Bestam vektorprojektionen av AB pa Ac,
Lo6sning:
1/2
AB-A -1
Projﬁzﬁ: ?ﬁ:—@: —1/2
AC - AC 2 0
2 0 1 3 0 5 0
3. Matrisesrna A=| -1 1 |,B=|2 7 -1 | ochC= 5 0 | &r givna.
1 0 1 5 —1 -1 1

(a) Berikna (AT A)~L.
. e AT TA) = TA-1t==
Losning: A A_[—l 1 },det(A A) =5, (A" A) —5[1 6]'

(b) Beriikna B~

(14p)

(3p)

(1p)



Lo6sning:

1 3 0|1 0 0 1 3 0 1 00
BlIl]=2 7 -1/0 1 0|~|0 1 —-1|-2 1 0
|1 5 -1]0 0 1 0 2 -1}]-1 0 1
1 3 0 1 0 0] 1 3 0|1 0 O
~!101 -1|-2 1 O0|~|01O0]1 -1 1
| 0 0 1 3 -2 1| 0 0 1]3 -2 1
(1 0 0|]-2 3 -3 -2 3 -3
~]l010[1 -1 1 |=B'=|1 -1 1
0 01 -2 1 | 3 -2
(c) Los matrisekvationen BX AT A = C, dir X &r den sékta matrisen.
Losning: BXATA=C < XATA=B"1C & X =B~ tC(ATA)~L.
5 0 171 1 2 3 -3 11 1 -2
X=B1'] 5 0 5[16}: 1 -1 1 1 1]=]0 1
-1 1 3 -2 1 0 1 1 2

1 -2 —4

I -1 . -1
och observationsvektorn y =

1 0 1

1 2

Minstakvadrat-losningen % léser normalekvationerna AT Ax = ATy. Vi far ATA =

[4 _2},ATb:[_2],det(ATA):20, (ATA)1 = [6 2] ! [3 1].

Losning: Designmatrisen blir A =

—_

2 6 11 T20(2 4] 101 2
Minstakvadrat-losningen blir * = (ATA)"1ATy = [ 142 ], sa den anpassade linjen
ar y = % + 2t.

(b) Hur stort blev kvadratiska medelfelet?
—4 -7 —1
. —1 11]-3 1 1
y-AX=1 75| 1|72 1
2 5 -1

VIF1I+1+1 1

1
Kvadratiska medelfelet blir —|y — AX| = =

Vn V4 2’

(a) Definiera vad som menas med att tre vektorer i R* &r linjirt beroende.
Svar: Tre vektorer vy, v, v ar linjart beroende om ekvationen z1vi+xovao+xz3vy = 0
har icke-triviala 16sningar.

(b) Avgor ifall vektorerna

V] =

=N O =
N W N

(3p)

(2p)

(1p)

(3p)



Ar linjart beroende.

Lo6sning:
1 -1 3]0 1 -1 3]0 1 -1 3]0
[ o= |0 2 20 0 2 —2/0 0 2 —2/0
ivevsill= 19 3 1 |0 0 5 =50 0 0 010
1 2 010 0 3 =310 0 0 010

Systemet har en fri variabel x3 sa icke triviala l6sningar existerar och vektoerena &r
saledes linjéart beroende.

Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poing pa dessa uppgifter rdknas in for att na godkéantgrinsen.

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Rétt svar utan motivering ger inga po#ng.)

(a) Man kan balansera en kemisk reaktionsformel endast om vektorerna som motsvarar
de ingaende molekylerna &r linjért beroende.
Svar: Sant. Lat vq,..., v, vara vektorerna som motsvarar de ingaende molekylerna.
Balanseringen av reaktionsformeln kan da skrivas z;vy + -+ - 4+ 2, v, = 0 dér x; ska
vara positiva for de molekyler som finns fore reaktionen och negativa for de efter
reaktionen. Om vektorerna skulle vara linjédrt oberoende skulle ekvationen endast ha
16sningen x; = 0 for alla ¢ = 1...n vilket inte ger nagon balanserad reaktionsformel.
Darfor maste vektorerna vara linjart beroende.

(b) Om vektorerna u och v ir vektorer i R3 sd &r u- (u x v) = 0.

Ul u2 us uy U2 ug
Svar: Sant. u- (uxv)=| u; uy us @:@ 0 0 0 |=0
v V2 w3 v v ws

(¢c) Om A &r en 3 x 3 matris sa dr det(2A4) = 2det(A).
Svar: Falskt. Bryter man ut en faktor 2 fran varje rad far man det(2A4) = 23 det(A).
(d) Om A, B och C &r matriser sadana att C = AB och C har tva rader sa maste B ha
tva rader.
Svar: Falskt. Om t.ex. A dr en 2 x 3 matris och B en 3 x 4 matris sa blir C' en 2 x 4
matris, sa B har tre rader, trots att C har tva rader.

7. Berdkna minsta avstandet mellan de tva linjerna Ly och Lo, dér Lj &r linjen genom (0, 1, 3)

1 rT=2+1
parallell med vektorn | 1 | och Ly ges av { y =2 med parameter t € R.
0 z=1-—t

Lésning: Lat P = (0,1,3), P, = (2,2,1), vi = & + § och vo = & — 2. Da gar L; genom
Py och &r parallell med vi och Lo gar genom P» och &r parallell med vs.

Lat P3 och Py vara punkterna pa L; respektive Lo som ligger nirmast varandra. Da
kommer P3P, vara vinkelréit mot bade vi och vo, sa d&ar para@)med vi1 X vy. Vekto-
raddition ger Py P, = Py P;+ P3P, + P, P,. Vektorerna P; P; och PyPs &r parallella mem
respektive vo, sa de dr bada vinkelrdta mot vy X vo. Alltsa dr P3Py projektionen av P Py
pa vi X va. Det sokta avstandet &r

e
|P1P2 . (Vl X VQ)‘
|V1 X Vg‘

—_—
s = |P3P4‘ =

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)



e
Vi berdknar dérfor P Po = 22 4+ ¢ — 22 och

vixve= |11 0 |= L0, (10 7+ bl Z=-r+y—2
Lo 1 0 —1 1 -1 10

Vi far PPy - (vi X va) = 1 och |vy X va| = v/3, s& minsta avstandet mellan linjerna &r
_ 1
§= 5

. Lat F och G vara avbildningar fran R? till R? dir F &r en spegling i y = —z och G &r en
vridning 7 radianer moturs.

(a) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen om man forst speglar och sedan
vrider.

Losning: Spegelbilden av & &r —g och spegelbilden av y ar —z, sa F <[ 1 ]) -

o ([]) [ 3 Jorrim-meoma] % 5]

:i"vridstill—jochy)vridstill—g).G( (1) ) = [ _01 ] OChG<{ (1) }) - [ —01 ] ser

G(x) = Bx med B = [ _01 _01 ] Sammanséttning med spegling forst G(F(x)) =
-1 0 0 —1] [0 1
paema=] 3 010 110 0]
Svar: [ (1) (1) ]
(b) Far man samma resultat om man forst vrider och sedan speglar, d.v.s. kommuterar
avbildningarna?

Losning: Sammanséttning med vridning férst F(G(x)) = ABx.

ER N

Svar: Ja, avbildningarna kommuterar.

Hoppas det gick bra!
Thomas Bickdahl

(3p)

(1p)
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

r + 2y — z = 2
(a) Finn alla l6sningar till ekvationssystemet ¢ —3z — 2y — 2z = -3 . (3p)
or 4+ 2y + 3z = 2
Loésning:
1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2
-3 -2 -1|-3|~|0 4 -4 3 ~1 04 —4] 3
) 2 3| 2 0 -8 8 |8 00 0 |-2

Svar: Systemet dr inkonsistent sa l6sning saknas.

(b) Givet punkterna A = (2,—1,3), B = (3,1,2) och C = (—1,0,2) avgor ifall linjen

genom punkterna A och B &r vinkelrdt mot linjen genom punkterna A och C. (2p)
1 -3
Losning: Linjerna har riktningar E = 2 | och 1@ = 1 |.Skalarprodukten
-1 -1

AB.AC = 1(=3)+2-1+(—1)(—1) =0, sa de &r vinkelrita.

Svar: Linjerna vinkelréta.

1 301
(c) Berikna determinanten Ls T (3p)
—2 1 0 4| P
0 2 01
Losning: Utveckling av kolonn 3, radop. 2) + 2(1) och utveckling av kolonn 1 ger
LT RSN RTI
=—-3/-2 1 4|=-3/0 7 6|=-3 =-3(7T-12)=15
-2 1 0 4 0 2 1 02 1 2 1
0 2 01
(d) Lat A, B,C vara horn i en triangel. Illustrera i figur vektorn 245 — BC. (2p)
Losning:
C
A 14 -
2AB
2@ B?
\B?
N . . . N . 1 3
(e) For vilka véirden pa parametern s &r Ax = b 1gsbart da A = [ 9 o ]
och b = [ _21 ]? Ange dven l6sningarna x.
Losning: det A = s — 6, sa ekvationen #r losbar for s # 6. Losningarna ges a (4p)
Cramers regel (eller x = A71b). det A;(b) = _21 Z’ = —s — 6 och det Az(b) =
1 -1 4 sk x _ det Ay(b) —s5—6 N _det Ax(b) 4
2 2 | T UET 0 A T 56727 T detA s—6

Svar: x = 1 [_84_6}



