MATEMATIK Hjilpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-06-09 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Adam Malik
ankn 5325

Losningsforslag LMA515C & LMAO033B

Tentan riattas och beddéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 23 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2017
riknas med. For betyg 4 resp. 5 krdvs dessutom 33 resp. 43 podng sammanlagt pa tentamens tva delar, varav
minst 4 resp. 6 podng pa del 2.

Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfallet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. Punkterna A = (1,3,—2), B = (3,2,—3) och C' = (2,4, —4) &r givna.

(a) Bestdm vektorprojektionen av B? pa B .
1 —1
Losning: Vi far ﬁ = 1 och @ = 2 | . Vektorprojektionen ar
-2 —1
1/2
AC - BC 3
Projz BC = AC =ZAC = | 1/2
AC - AC 6 1

(b) Losning: Bestdm vinkeln mellan vektorerna AB och AC.
2
Vifar AB = | —1 , HBH = /6, Hﬁ“ = /6, AB - AC = 3. Den sokta vinkeln ér
-1
arccos (%%) = arccos(3) = /3.

[AB[lAC]

(c) Bestdm AB x AC.

X y z 3
L6sning: 1@ X ﬁ =12 -1 -1|=1]3
11 -2 3
-2 1 -3
. . D . . -1 0 -3
3. (a) Losekvationen Ax = b i minsta kvadratmening da A = 3 ochb = 9
1 -1 3

Losning: Minstakvadrat-losningen % 16ser normalekvationerna A7 Ax = ATb. Vi

15 —6 1 2 18
s AT A T A — T A1 _ 1 Ty —
fatrAA[_6 3},det(AA)9,(AA) 3[25],Ab [—8]’
5 2/3
— (AT V-1 ATH —
x=(A"A)7A'b = { _4/3 ]
(b) Hur stort blev minstakvadratfelet?
-1

1| - 2
Lo6sning: b— Ax = 3 _Z . Minstakvadratfelet: ||b—Ax|| = 4/ % =1/ ; = 5?;
3

(2p)

(2p)

(2p)



(c) Kontrollera att felvektorn Ax — b &r ortogonal mot kolonnerna i A om X &r minsta

kvadratlosningen. (2p)
Lo6sning:
© 11 T 9
. 1| -7 -1 24+7-12+3
(b—Ax)-al—g R I _f_o,
- 3 - - 1 -
-1 1
. N 0| —-1+0+4-3
(b—Ax)~a2—§ a2 _f_o.
o~ 3 - o~ _1 -
4. (a) Om A ir en inverterbar matris, beskriv det(A~!) uttryckt i det(A). (1p)

Svar: det(A™1) = ﬁ(f‘)'

(b) Beriikna A~!, det(A), det(A~!) och verifiera att din formel stimmer for matrisen

1 1 0
A= -1 1 -2
3 0 2
(4p)
Losning;:
1 1 0|1 00 11 0|1 00
[A]I']=]-11 -2/0 1 0|~|0 2 =21 10
| 3 0 20 0 1 0 -3 2]-3 01
(1 1 0|1 00 11 0] 1 0 0]
11 11
(0 -3 2 |-3 01 00 —-1|{-3 35 1]
11 0|1 0 O 1 10[{1 0 0]
~101 =134 § 0 |[~]010[2 -1 -1
00 1|8 3 0013 -3 -1
L 2 T2 2 T2 T
1 0 0|-1 1 1
~1010]2 -1 -1
3 3
00 1] 5 -5 -1
-1 1 1
Sa A~ = 2 -1 —1 | och
3/2 —=3/2 -1
1 1 0 1 1 0 9 _o
det(A)=|-1 1 -2| = |-20 —2|=—| " "“|=-2
3 0 2 ®-0 3 0 2 32
-1 1 1 -1 1 1 1 1
det(A™h)=[ 2 -1 -1| =_|1 0 0|=- =-1/2.
32 —3/2 —1| @*Ol3/9 _3/9 —3/2 ~1
Saledes stimmer formeln det(A~!) = m.
N " . ; . . -1 3
5. (a) For vilka viirden pa parametern s &r Ax = b lgsbart daA—[ < 2]
3
och b= [ 9 ]? (2p)
Losning: Matrisen saknar invers om 0 = det(A) = —2 — 3s, sa systemet &r losbart

om s # —2/3.



(b) Ange losningarna x for de s som ekvationen &r losbar. (2p)

Losning: A~! = L 2 =3 ,sax=A"1b= ! —12 .
g

—-2—-3s| —s —1 2+ 3s
VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen.

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera ditt svar.

(Rétt svar utan motivering ger inga po#ng.)

(a) Om A #r en m x n matris med m > n kan man bilda matrisen A7A — AA”.

Svar: Falskt. AT A blir en n x n matris men AA”T blir en m x m matris sa de kan
inte subtraheras om m > n.

(b) Om vektorerna u och v dr vektorer i R? s &r u x v = —v x u.
X y z X y z
Svar: Sant. Omuxv=1| u; us usg @:@ —| v vy w3 |=—vVXu.
And
v V2 U3 uyp u2 U3

(¢) Om A och B &r matriser sadana att AB = 0, da maste A =0 eller B = 0.

Svar:Falskt.A:[g (1)} ochB:[g Z]gerABzO,menA#OochB;éO.

(d) Om A &r en m x n matris med m < n sa har Ax = 0 odndligt manga 16sningar.

Svar: Sant. Matrisen kan maximalt ha ett pivot element per rad, vilket innebér
maximalt m pivot kolonner. Alltsa finns minst n—m > 0 fria variabler. Fria variabler
ger odndligt manga 16sningar.

7. Vilken punkt pa planet  — y — z = 3 ligger ndrmast punkten Py = (2,1, —3) och vad &r

avstandet mellan planet och Py?
1
Lésning: Lat P = (x,y, z) vara en punkt i planet, som har normaln= | —1 [. Om P,
-1
dr punkten i planet som ligger ndrmast Py, sa kommer projektionen av PPy pa normalen
—— PFPy'n (x—2)—(y—1)—(2+3) r—y—z—4

vara PPy = . P = T+ (2 1 (<1)2 n= 3 n=-—gn I sista
steget anviinde vi att P ligger i planet dvs z —y— z = 3. Alltsé far vi PO = P, Py+ PO =
1 2
1
—3 -1 |+ | 1 |, sakoordinaterna for P, ar P, = (5/3,4/3,—8/3). Avstandet ar
-1 -3
% 1
IPPoll =5l | =1 | II=1.
—1
Py
P
o P

(1p)

(1p)

(1p)

(1p)

(4p)



8. Betrakta tva avbildningar F' och G fran R? till R?. Avbildningen F innebér en vridning

3
Zﬂ moturs kring origo medan G betyder en spegling i y-axeln.

(a) Bestdm matrisen fér den sammansatta avbildningen som fas om man forst vrider och (3p)
sedan speglar.

Lésning: Vridning av [ (1] ] och [ [1) } gerF<[ (1) D = [ _11/\/‘/; ] octh (1) D =

[:%g},séF(X):AxmedA:\}i [ _11 j } SpeglingengerG([ (1] D -

-1 0 0 . B | -1 0 s
[ 0 ]ochG<[1}>—[l}ﬁaG(x)—meedB—[ 0 1]Sammansattn1ng

B 1 [-10][-1 -1 11 1
medvrldnlngforstG(F(x))—BAX.BA—\/i[ 0 1}[ 1 _1]_ﬂ[1 _1].
1 [1 1 ]
Svar: — .

21 -1
(b) Far man samma resultat som i uppgift (a) om man forst speglar och sedan vrider, (1p)
d.v.s. &r de bada avbildningarna kommutativa?
1 1 -1
Lésning: F(G(x)) = ABx, AB = — BA.
g F(G(x) R

Svar: Nej, avbildningarna kommuterar inte.

Hoppas det gick bral!
Thomas Bickdahl
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 18sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

r — y + z =3
(a) Finn alla 16sningar till ekvationssystemet ¢ —2x + y + 3z = 2 . (3p)
dr — 3y — =z = 4
L6sning:
1 -1 1|3 1 -1 1|3 1 -1 1|3 1 0 —4|-5
-2 1 3|2|~]0 -1 5|8 |~|0 1 —-5|-8|~1]01 —-5|-8
4 -3 —-1]|4 0 1 —-5|-8 0 0 010 00 01O
Svar: v =-5+4t,y=-8+5t, z=t,t€R.
(b) Lat u, v och w vara vektorer i planet. Illustrera med en figur rikneregeln
u+ (v4+w)=(u+v)+w. (3p)
Losning:
ut+ (v+w)=(u+v)+w
u - v v W
17 «
v
-2 0 2 1
.. . 5 —1 6 1
(c) Beriékna determinanten s 0 2 _s5| (3p)
1 0 -1 0
Losning: Utveckling efter andra kolonnen, addition av 2 ganger tredje raden till
forsta raden och utveckling av forsta raden ger
_52_0121 -2 2 1 0 0 1 5 9
=—/3 2 —5|=-/3 2 —=5|=- =—(-3-2)=5
SO A 1 -1 0 1 -1 0 b
1 0 -1 0
3
(d) Avgor om vektorn u= | 6 | kan skrivas som linjirkombination av vektorerna
2
1 2
vi=| 2 | ochvy=| —2 | och ange i sa fall den linjirkombinationen. (3p)
-1 3
Loésning:
1 2 13 1 2|3 1 2|3 1 2|3
[vi voju]=| 2 —2/6 |~ |0 —6{0|~|0 1|0|~]0 1{0
-1 3|2 0 5 |5 0 5|5 0 0]5
Systemet &r inkonsistent.
Svar: Nej, u kan inte skrivas som en linjirkombination av v; och va.
(e) Bestdm 2 x 2 matrisen X sa att AXB = C, da
1 2 11 0 5
e EY R ) R
Losning: Om A och B ir inverterbara far vi AXB = C & A7'AXBB™! = (3p)

ATICB™ & X = A7ICB™. det(4) = —1, A7 = [ _11 31 } det(B) = —1,

-2 1 -1 1
-1 _ . _ A-lop-1
B —[ 3 _1]gerSvar. X=A"'CB —{ 3 _3].



