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Losningar till MVEO0O12 Inledande matematik fér I1 17-08-23

Faktorisering ger
ple) = (z-1)@*+30+2)=(z—1)(z+1)(z+2)

Polynomet har teckenviixlingar (och nollstéllen) i —2, —1 och 1. Det gor att 16s-
ningarna til p(xz) > 0 ges av alla z i (=2, —1) U (1, 00).

Svar: Alla z i (—2,—1) U (1,00).

Funktionen &r definierad for alla reella tal z. Derivering enligt kvotregeln ger
fl(@)= (2> +9—2x(x+4))/(2? +9)2, dvs f'(x) = —(22 + 8z — 9)/(2? + 9)? =
—(z — 1)(x +9)/(2? + 9)2. Nimnaren &r alltid > 92, si teckenviixlingar kommer
fran téljaren, som dr positiv pa (—9,1) och negativ annars. Det ger att f(z) &r
vixande pa (—9,1) och avtagande annars. Vi har ett darfor ett lokalt maximum
iz =1, och eftersom f(z) — 0, nir x — —oo, dr f(1) =5/10 = 1/2 funktionens
storsta virde.

Svar: 1/2.

Deriviering enligt produktregeln och kedjeregeln ger

2z 2z
") = ———— -In(@®>+1)+Va2+1- .
1
f1) = —= -m2+v2=v2(1+Inv2).
V2
Svar: v/2(1 4 1n(2)/2).
Med v = arctan8, giller tan’v = 82 = 64, och tan?v = sin’v/cos’v =

sin?v/(1 — sin?v), som ger 65sin?v = 64. Vi har alltsa sinv = +8/1/65, men
eftersom v = arctan 8 ligger i férsta kvadranten géller sinv = 8//65.

Svar: sinv = 8/1/65.

i. Forldangning med konjugerat uttryck ger
flx) = Va?+z — 2 = z/(Va? + 1 + z). Forkortning med = ger f(z) =
1/(v/1+1/z+1) > 1/(v/1+0+1) =1/2, nir x — occ.

Svar: 1/2.

ii. Satt Q = (e2*” —1)/(xsina), som ger ett grénsvirde av typen “0/0” nir z —
0. Derivering av téljare och ndmnare for sig ger Q1 = 4x62“’2/(sinx+:c cos T).
Division med z ger Q1 = 4¢**” /(sinx/x +cosx) — 4/(1+1) = 2, néir x — 0.
Enligt I’'Hospitals regel géller d&ven att @@ — 2, nidr x — 0.

Svar: 2.



(f) Vi uppfattar y som en funktion och deriverar bada sidor i ekvationen med avse-
ende pa z. Det ger 3yy'x + 13> +y/'z* +y - 42% = 0. Inséittning av 2 = 1 och y = 1
(fran given punkt (1,1)) ger 3y’ + 14+ ¢’ +4 = 0, eller ' = —5/4. Tangenten
har alltsa riktningskoefficienten —5/4 och gar genom (1,1). Det ger ekvationen
y=—(/4)(z—-1)+1.

Svar: y = —(5/4)(x — 1) + 1 (eller y = —5x/4 +9/4.)

2. (a) Vi soker riktningsvektor for linjen och punkt pa den. Vi sétter ¢t = (x — 1)/2 =
(y+2)/3 = (3—z)/4 och far v = 1+2t, y = —2+3t, z = 3—4¢. En riktningsvektor
for linjen ges déirfor av o = (2,3, —4), medan P = (1,—2,3) &r en punkt pa den.
Vektorn o, liksom vektorn @ mellan P och (5,1,1), &r vektorer i planet. Vi har
@ = (4,3,—2). En normal till planet ges dirfor av

4 2 —6 -1
UX0= 3 X 3 | = 12 | =6 2
-2 —4 6 1

Vi viiljer normalen (1,—2,—1) och planets ekvation blir z — 2y — z = d, men
eftersom det gar genom (5,1,1) giiller d=5—2—1=2.

Svar: r — 2y — z = 2.

(b) Om d ér avstandet mellan @ = (5,1, 1) och linjen, sa har parallellogrammen som
@ och ¥ spinner ut arean | x 9| = 6y/1+4+ 1 = 616, men ocksa d - 0], sd

avstandet blir
g 6v6_ 66
o] VA+9+16

Svar: 6,/6/29.

3. Definitionsméngden dr Dy = (—oo0, —1) U (=1, 00).

Nir z — —1 giller att (1 4+ 22)/|1 + 2| — 0%, sd f(x) — —o0, niir z — —1. Det ger
den lodrdta asymptoten z = —1.

Vi har f(x)/x = In(1 + 2%)/z — In|z + 1|/2 — arctan(z)/z — 0, niir z — +o0, enligt
kénda gransvarden.

Vi har f(z) —0-2 = f(z) — oo, nir & — Fo0, eftersom (z2 + 1)/|z + 1| — oo och
arctanz — +m/2 da.

Sneda och vagriata asymptoter saknas darfor.

Derivering av f(z) = In(z? + 1) — In(|z + 1|) — arctanz ger

, 2 11 21 1 2e=D@+1) - (2" +1)
f(x) - 1+ 2 5 ) == 5 =
x z+1 1+=zx 14z z+1 (x 4+ 1)(1 + 2?)
2+ —2 (x—1)(z+2)

(x+1)(224+1) (z+1)(22+1)

vilket ger att vi har teckenvixlingar i —2, —1 och 1. Det ger att f’ &r positv pa
(—=2,—-1) U (1, 00) och negativ eller 0 annars.



Det betyder att f #r stringt viixande pa [—2,—1) U [1,00), och stringt avtagande pa
(700, 72] U (717 1]

Vi har ett lokalt minimum nér = —2 och nér = 1. Vi har f(—2) = In(5)4arctan2 >
0 och f(1) = —arctanl = —7/4 < 0. Eftersom f(z) — oo, nir © — +oo och nér
x — —1, ger detta att funktionens minsta viirde &r —m /4, medan storsta virde saknas.

Vi sammanfattar i en figur

Svar: Definitionsméngden ér (—oo, —1)U(—1, c0). Vardeméngden dr (—m/4, c0). Enda
asymptoten &r x = —1. Funktionen har lokala minima nir x = —2 och nér x = 1, dér
ocksa minsta virdet —m/4 antas. Funktionen #r stéingt vixande pa [—2,—1) U [1, 00)
och stringt avtagande pa (—oo, —2] U (—1,2].

. Enligt definition &dr f/(0) = lim,_o(f(z)— f(0))/z, om grénsvirdet existerar. Vi sétter
Q = (f(z) — £(0))/x. Enligt definition #r f(0) = cos+/0 = 1.

Nér x > 0 géller att

cosyr—1

Q =

xT

som &r ett griansvirde av typen “0/0” niir x — 0. Derivering av téljare och nimnare
for sig ger

—sin(y/z)/(2y/x) 1 sint 1
@ = :{t:ﬁ}’ 2 ¢ 7 b

: _
nér ¢t — 0, dvs niir x — 07. Enligt 'Hospitals regel giller dven

1
%_7
Q=5

nir x — 07T,

Nér x < 0 géller




Eftersom ndmnaren — 0, nir x — 0, maste samma sak gilla tdljaren for att grins-
viirde ska finnas. Det ger 20 — 1 = 0, dvs b = 1/2. Derivering av téljare och nimnare
for sig ger
ab(e?V=% — emaV ) /(2 /—x a e¥ —emat
0, = ( )/( ):{t:\/_—x}_

1 4 t

som dr ett gransvirde av typ “0/0” nir ¢ — 0, dvs néir x — 0~ . Derivering av téljare
och ndmnare for sig ger

CL2 eat +efat a2 2 a2
Q2 = - 5 . I

Enligt I’'Hospitals regel géller dven

nir x — 07. Vi ska alltsd ha a? = 1, vilket ger « = +1. Bada virdena ger samma
funktion sa vi kan vilja a = 1.

Svar: a =1 (eller a = —1) och b=1/2.

. Lat R vara sjons radie och v den hastighet med vilken Lisbeth kan springa lings
stranden. Hon paddlar d& med hastigheten v/2. Infér vinkeln ¢ som i figuren

Strickan AC har langden 2R cos(¢/2) och bagen BC har lingden R¢.

Lat f(¢) vara tiden det tar for Lisbeth att firdas den samanlagda viigen mellan A och
B via C. Vi har da

R (1costo/2) + o)

4R R

= . N4 .=
70) = " cos(oyn + &g =
dér 0 < ¢ < . Derivering ger f'(¢) = (R/v)(—2sin(¢/2) + 1), som &r positivt nir
0 < ¢ < 7/3 och negativt nir 7/3 < ¢ < w. Det ger att f(¢) har maximum i 7/3 och
minimum i 0 eller 7.
Vi har f(0) = 4R/v och f(m) = mR/v, s minsta virdet dr f(w), da Lisbeth springer
hela vagen.

Svar: Snabbast gar det om Lisbeth springer hela vigen. Léngst tid tar det om hon
paddlar till punkten C' pa stranden san att vinkeln mellan B, sjons mittpunkt och C'
ar m/3.



7.

Allsta ar pastaendet SANT.

(b) Att f &r udda betyder att f(—z) = —f(x) for alla x. Vi deriverar och far

—f'(=xz) = —f'(x), for alla z, dvs f'(—z) = f(x). Alltsa &r f'(x) en jdmn funk-
tion. Pastaendet &r SANT.

(¢) Om man sétter

o) = { 22 sin(1/z) nér x#0

0 nar z=0

sa giller att (f(z) — f(0))/z = xsin(1/x) = zsin(1/x) — 0, nir x — 0, enligt
instédngningen —|z| < |zsin(1/x)| < |z|. Detta visar att f(z) &r deriverbariz = 0,
och att f/(0) = 0.

For = # 0 giller enligt produkt- och kedjeregeln att f'(x) = 2xsin(1/z) —
cos(1/x), som saknar grénsvirde nér x — 0, eftersom vinkeln 1/z i cosinus da
gar mot +oo.

Pastaendet ar alltsa FALSKT.

(a) Funktionen f &r stringt avtagande pa intervallet I om det for varje val av punkter

1 < mo 1 I géller att f(z1) < f(x2).

(b) Antag att f'(z) < 0 pa I och att x; < xo &r ett val av tva punkter i . Enligt

medelvirdessatsen finns da ett ¢ i intervallet (x1, x2) (som dr innehallet i I') sa att
f(z2) — f(x1) = f'(¢)(x2 — x1). Enligt férutsittning dr f'(c) < 0 och x9 —x1 > 0.
Detta ger att f'(c)(x2 —x1) < 0, sa f(x2) — f(z1) < 0, dvs f(z1) > f(z2) och
dérmed ar f avtagande pa I.



