Tentamen i Inledande matematik for E1, V1/AT1, Z1 2008-01-18

1. Till denna uppgift ska du ENDAST LAMNA IN SVAR, alltsd utan motiveringar.
Hér ges dock korta 18sningar. ‘

a) Ange alla 16sningar till ekvationssystemet

Systemet dverfors genom elementédra radoperationer till trappstegsform:

z + 2y + z =2
y + 2z =1

Detta ger 18sningarna (oindligt minga):

{

b) Fér vilka reella tal & #r olikheten |5 — 22| < 4 sann?

Svar:
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Avstindet pa tallinjen mellan 22 och 5 ska vara mindre &n 4. Det ger 1 < z° < 9, vilket
motsvarar

Svar: —3<z< -1, 1<z <3

¢) Funktionen f(z) = e® +Ingz (z > 0) &r inverterbar. Bersikna (f~1)'(e).

Vi observerar att f(1) =e, f'(1) = e+ 1. Fér derivatan géller nu: (1) (e) = ﬁ

Svar: (f71)'(e) = &7

d) Luft pumpas in i en sfirisk ballong med hastigheten 3 m3/ 5.
Hur snabbt vixer ballongens diameter i det 6gonblick da diametern 8r en meter.

Med r = radien, D = diametern, V = volymen giller V = 4—"3'—3 = %. Dessa variabler
ir hir funktioner av tiden t, och vi kan derivera sambandet med avseende pa ¢ (kedje-

regeln):
% = %Dz%. Kant: %‘tﬁ =3, D=1, sitt in och 16s ut % = %.

Svar: Diametern vixer med 167 m/s.

¢) Ange fljande grinsvirden:
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Svar: a) 2 b)‘g c)1

f) Ange alla komplexa tal z sidan att Im(z) > 0 och 2% = —1.

Med z = re® fir vi ekvationen t polér form: 79et80 = 1. ¢ Vifirr =1, 60 = m + 2k,
och lésningarna blir z'= ei(%"'Tw), k=0,1,2,3,4,5. De lésningar som bar Im(z) > 0
svarar mot k = 0,1,2. Med e = cos @ +isind far vi:

Svar: ‘/iz*‘—i, i, '—‘/25—"'—’




Till uppgifterna 2-5 ska du limna in fullstdndiga l6sningar.

2. Lt A=(1,1,1), B=(2,3,3) och C = (-1,0,3).
a) Berikna arean av triangeln med hérn i 4, B och C.
b) Berdkna avstindet frdn C till linjen genom ‘A och B.
¢) Berikna avstdndet frin punkten D = (3,3,3) till triangelns plan.

d) Ange ekvationen for linjen genom A och B i parameterform.

2) Arean ir %|A73 x AC| = %](1,2,2) % (=2,—1,2)] = %|(6,—6, 3)| = 31(2, —2,1)| =45
|4B x AC|
|aB]
c) Avsténdet &r lénéden av ortogonalprojektionen av AD p triangelplanets normal
_|AD-(ABx AC)| 2 -
T |dBx 4] 3

b) Avstdndet 4r lingden av ortogonalprojektionen av AC pasidan AB, dvs

d) Med punkten A = (1,1,1) och riktningsvektorn v = AB #r linjens ekvation i parame-
terform: r = QA + tv, vilket skrivs ut i svaret nedan.

Svar: a) 4,5 b) 3 ¢) (z,y,2) = (1,1,1) +#(1,2,2)

3. Bestdm definitions- och virdeméngden fér funktionen f(z) = %E

Funktionen f #r definierad da Inx &r det, dvs i (0, 00). Vi deriverar:
fl(z) = 1= ln:c med enda nollstélle z = e. ]
Vi observerar ocksd att f(z) — —oco d& z — 0%, samt att f(z) — 0 d& z — co (enligt
gransvirdeslag). Vi gbr en teckentabell fér derivatan (grénsvirden inom parentes):

X 0 < e | < | >
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Av denna undersékning framgar att f antar alla virden i intervallet (—oo, E]

Svar: Definitionsmingden &r (0, 00) och virdemingden &r (—oo, %]
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4. Rita grafen till funktionen f(z) = :1:—2——|-7zf-—6 Ange eventuella lokala extrempunkter och

asymptoter. (Konvexitet/konkavitet behdver inte utredas.)

2
Vi konstaterar f6rst att zEIfm ;;:_;—;LM =1, vilket innebdr att y =1 &r vagrit asymp-
tot i1 —oo och +oo. Namnarens nollstdllen 8r z = —6, z = —1, s& f &r definierad i
(00, —6) J(—6, ~1) U(—1,00). Vidare géller att )
F(z) + +oo d& £ — =6 och z = —1F, f(z) = —co d& £ — —6 och z — —17. Linjerna
z = —6 och z = —1 &r lodrita asymptoter. , ) »
Vi understker derivatan: f'(z) = (@z-2)e +(79:$2—-il-€’37)m +(g)2 22)2a +7)

9(z +2)(z —-%)
(z+6)2(z+1)2"

och efter férenkling och faktoruppdelning: f'(z) =

Nollstéllen: z = -2, = %—
Vi gbr en teckentabell f6r god Gversikdt: -
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Vi ser att f har ett lokalt maximum i £ = —2 och ett lokalt minimum iz = -3
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Svar: Asymptoter: z = —6, = -1, y =1,
lokalt maximum i 7 = —2, lokalt minimum i z = 2,

~



5. 1 km frin en plats A gér en flod med parallella strinder och bredden 100 m. 6 km lingre
ned langs floden ligger en annan plats B, fast pd andra sidan och 2 km frén floden. Nu
vill man bygga en bro ver floden sa att firdstrickan mellan A och B via bron minimeras.
Man antas réra sig ratlinjigt till och fran bron. Var ska bron byggas?

Antag att bron byggs z km nedstréms frén den punkt pa stranden som ligger nirmast A.
D4 &r det 6 — z km kvar till motsvarande punkt nirmast B. Totala striackan blir da (via
Pythagoras sats): :

fm) = Va1 + 55 +/E- 2P 14, 0<a<6

Deriveral

N ~(6-2) \ AE
f(z)—\/$2+l+\/(6—m)2+4 b
X

fllz) =0 <= z/(6-z)2+4=(6—-z)Vz2+1

= 22((6 — z)2 +4) = (6 — 2)*(2® + 1) 2

= 3z% 4+ 122 — 36 = 0 med rotterna z = —6, = = 2. P2

Studerar vi tecknen 1 vinster- och hégerled fore kvadrering, ser vi att den forsta &r en
falsk rot p4 grund av kvadrering, den andra 4r sann. Eftersom f/(0) < 0, f/(6) > 0 méste
den kontinuerliga funktionen f/ ha teckenvariationen — 0 +, dvs z = 2 ger lokalt minimum,
tillika minsta virde.

Det finns ocksé en “finurlig” 16sning:

Flodens bredd paverkar inte resultatet, den ger ju en konstant term i f(z). I s8 fall kan vi
ersitta floden med en som har bredd noll. Kortaste viigen blir d4 en rit linje mellan A och
B, varmed losningen l4tt hittas med likformighet. Floden kan skjutas in igen for korrekt
tolkning.

Svar: Bron ska byggas 2 km nedstréms frin den punkt pd stranden som ligger nirmast A.

. Avgpr vilka av foljande péstéenden som &r sanna respektive falska. Du behdver inte moti-
vera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ¢j mindre &n Op totalt.

a) Ekvationen 2% + 200822 + 2008z + 2008 = 0 saknar reella l6sningar.

Svar: Falskt. (Udda gradtal innebsr att polynomet antar alla reella virden).

b) Fér alla komplexa, icke-reella tal # giller att Re(z) < |z|. -

Svar: Sant. (Om z inte ligger p4 realaxeln, s& &r avstindet |z| till O stréngt storre 8n
avstindet | Re 2] till imaginaraxeln, vilket i sin tur &r > Rez.)

¢) Foér alla 0 sddan att 0 < 0 < 7/4 s& giller att sind < sin 36.

Svar: Sant. (Man kan inse att pastdendet &r sant genom att rita y = sinf och y = sin 30
isamma figur. Annars 4r sin 36 —sinf = 2sin 6 cos 26, hir &r faktorerna positiva i (0, F).)

d) Om f(z) &r deriverbar f6r alla zi intervallet {—1,1)
s8 existerar h'_r)% ().
&

Svar:-Sant. (f deriverbar i 0 medfor att f &r kontinuerligi 0, dvs hR flz) = f(0).)
x

e) Om f &r deriverbar, £(0) = 0 och f(1) =1 s8 maste f' (1) > 0.

Svar: Falskt. (Ex: f(z) = 8(z — 1)® — z+ L. Har &r f/(}) = —1. Kan dock inses utan
specifikt exempel genom kurvritnoing.) .

f) Om y = f(z) &r en injektiv (ett-till-ett) funktion och y = g(z) dess invers, si géller att
(fego fl(z) = f(=).

Svar: Sant. (fo(gof)=fo(flof)=foid=f)

7. a) Definiera derivatan av en funktion 7 1en punkt z.

b) Formulera och bevisa produkiregeln, dvs riknelagen for derivering av en produkt av tva,
funktioner.

Se Adarns sid 98 respektive 108-109!




