Tentamen 2010-10-23 : Losningar

1 (a) Det finns tva fall, antingen
r—=52>00ch3—ux >0« 22> 50chr <3, en motsigelse,
eller
r—=5<0och3~-z<0&z<bochz >3 < re (35

SVAR : z € (3.5].
(b) Systemets utokade matris dr
1 2
0 1
2 -1
Via radoperationerna

Ry — Rg —2R,, Ry R3+5Rs,

forvandlas systemet till trappstegsformen

[S]

12 7 |
0 |
0 %

Den sista raden lyder 0 = 2, en motséigelse, som innebir att systemet har
inga losningar.
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(c) Linjen @ = 3 #r en lodrdt asymptot. Nir z — 400 sd gar &L}f}‘y - 0,

som innebdr att linjen y = 2z — 3 #r en sned asymptot.

(d) Kalla vinkeln éver horisonten {or 6 och ballongens hojd for h. Bada
dessa dr funktioner av tiden. Vi soker dh/dt i det dgonblick dir 6 = 7 /4.
Det &r ocksa givet att df/dt = 0.025 = 1/40. Fran geometrin ser vi att
forhallandet mellan A och 6 dr

tanf = -ﬁ— = h = 100tan .

160
Deriverar vi bada leden m.a.p. £ sa hirleder vi att
dh 5 . df
— = 100sec” .
dt T



[nsittning vid 6 = 7 /4 ger alltsa

dh N R
g = 1(}{){\52}256 = 5m/s.

(e) (i) Grinsvirdet dr noll. Exponentialen i ndmnaren slar polynomet och
logaritmen i téljaren.
(ii} Vi anviinder standardgrénsvirdena

sind tan f

li = lin = 1,
915% a9 01-133) g

Vi skriver om uttrycket sa hir

sin{z - 1) sin(z ~ 1) 2 —1 { r -1
e - = ‘ X X | = .
tan(z? — 1) r—1 tan(z? — 1) |22 -1
Fran standardgrinsvirdena erhaller vi att de tva forsta paranteserna gar

mot 1 d& = — 1. I den tredje parantesen kan vi bryta ut = — 1 och har kvar

bara Tl_l Detta dr kontinuerlig och gar mot 1/2 da x — 1.

SVAR : Grinsvérdet ar 1/2.
(iii) Hér anvénder vi standardgrénsvérdet

1\
e:el_lgc<1+-é> .

Vi skriver om uttrycket som

z/5
[(1 + -35)
xr
10

och dérmed hirleder direkt att grinsvirdet dr e'”.
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(f) Kom ihag att, for z € [—1,1],

arccos(x) = den unika vinkel 8 € [0, 7] sadan att cosf = z.

,

Per definition av f(x) har vi i stillet, for z € [~1,1], att

r

fHx) = den unika vinkel v+ € [, 27] sadan att cos v = .

L i

Eftersom o = 27 — 0 s& maste f~{x) = 27 — arccos(z).
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2 (a) De tva planen ger ett linjirt ekvationssystem vars utbkade matris

1 -1 1 ] 2°

2 -1 2 3/
Via radoperationen Ry — Ry — 2Ry erhalls trappstegsformen

1 -1 17 2

g 1 01 -1/
Sa z dr en fri variabel, y = —lochz = (=1)+2=2= 2 =1-2 Sa
losningsméngden r en linje L som ges | parameterform av

Ar

L={(1,-1,0) +2(~1,0,1) : 2 € R}.
(b) Vi anviinder formeln

lazg + byg + czg — di
Va2 +b? + 2
for avstandet mellan punkten (xg, yo, z0) och planet ax -+ by + cz = d. Har
ar (z0.y0,20) = (4,2,6) och a = 2,b = —1,¢ = 2,d = 3. Insiittning ger att
avstandet #r

2(4) ~1(2) +2(6) =3 _ 15 _
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(c) Normalen till planet har riktningen 2 — j“?‘ 2k. En enhetsvektor i denna
riktning &r

=

2 — )+ 2k

1w o -
A= e = (20— j + 2k).
Vi Le 3/ )

Den punkt P i planet som ligger nérmast (4,2,6) dr den punkt som #r 5
langdenheter bort fran (4,2,6) ldngs normalen. Tofs vet vi inte om vi ska
ga ‘upp’ eller ‘ner’ lings normalen for att hamna i planet, s& det finns tva
méjligheter f6r P, antingen

, 5 2 11 8
(4,2,6) — =(2,-1,2) = [ =, =, =
(4,2,6) 3{, ,2) (533)

eller

5 22 1 28>
4,2,6) 4+ =(2,~1,2) = | —, =, — | .
w26+ 3212 = (F.0.5)

[9N]



For att se vilket alternativ som #r korrekt s séitter vi in bada 1 planets
ekvation 2z — y + 22 = 3. Diarmed konstaterar man att det dr det f{orsta
alternativet (2/3,11/3.8/3) som uppfyller planets ekvation, och dérfor ar
denna den punkt i planet som ligger ndrmast (4. 2,6).

3. STEG 1 : Bestdm definitionsméingden och beteendet i nirheten av even-
tuella lodrita asymptoter.

Vi konstaterar direkt att x = 5 dr en lodrit asymptot och att

lim f(z)=+oc, lim flz) = —ox.

T r—— 5

STEG 2 : Understk beteendet da x — oc och bestéim eventuella vagréta
aller sneda asymptoter.

Man konstaterar att

lim f(z)=0, lim f(xr)=—ox.
I-40C T = OO
S& y = 0 (dvs z-axeln) #r en vagrit asymptot, men bara i den positiva z-
riktningen.

STEG 3 : Hitta och klassificera de kritiska punkterna.

Fran Steg 1 och 2 kan vi redan inse att det maste finnas minst en kri-
tisk punkt, ndmligen en lokal maximum nagonstans i intervallet (—o0,5).
For att hitta alla de kritiska punterna, vi deriverar enligt kvotregeln och far
att

oo e =5)(—eTT) = (e7T)(1)  eTT(d - x)
Fr= EE5E RE

I en kritisk punkt dr f/'(x) = 0, sa téljaren ovan maste vara noll, dvs
e 4 -z)=0=4—-2=0=10=4

S& det finns bara en kritisk punkt och fran tidigare arbete vet vi redan aft
det maste rora sig om en lokal maximum.

SteG 4 : Rita grafen. Notera att f{4) = —1/e < 0, sa [ antar endast
negativa virden da x € (—oc,5). Eftersom det finns inga kritiska punkter i



(5,0c) sa maste f vara stringt avtagande i det intervallet. Nu kan vi rita
grafen : se figuren pa sista bladet.

4 (a,b) Forst notera vad som hénder runt punkterna z = +1, ddr f byter
form :
im f(@) = f(=1) =3(=1)* + In(1) = 3,
i limﬁ fla) =4(~1) + cos(—7) = -5,
zl}gz“ flz) =4(1) + cos(m) = 3,

lim f(z) = f(1) =1’ — 6 = —5.
-1t

Vi kan derivera styckvis och konstatera att

6z + 1/, da z < —1,
f@)=<¢ 4—msin(rz), da-1<z<l, (1)
(1 —z)et™2, dax> 1.

Alltsa &r f(x) < 0 bade nér » < —1 och nér z > 1, medan att f(z) > 0 nir
~1 < x < 1. Sa nu vet vi ungefdr hur funktionen ser ut :

L. f(x) &r striangt avtagande da z € (—oc, ~1] och minskar fran +oc

till 3.

2. f(z) ér strangt véxande d& x € (—1,1) och okar fran —5 till 3. Notera
att dndvérdena antas inte.

3. f(x) &r stringt avtagande da z € [1, oc) och minskar fran —5 till —oc.

Att f(z) aldrig antar samma viirde vid olika z-virden innebdr dessutom
att f dr injektiv och dérmed inverterbar.

(c) Vi har den allminna formeln
V.

%)

Hér ér x = 1. Per definition,
Y1) = det unika ¢ sadan att f(¢) = 1.

Man ser direkt att f(0) = 4(0) + cos(0) = 1, sa t = 0. Insiittning i (2) ger
nu att

o 1

(7)) = 5.

Lo AR/ j;{{}}
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Fran (1) ser vi att f/(0) =4 — wsin(0) =4, sa (f~1)/(1) = 1/4 ... SVAR,

5. Lat F vara skdrningspunkten mellan linjerna genom AO och CD. Vi
kan dela upp det L-formade omradet i tva rektangler. ABCF och FDEO.
Vi kan anta att cirkeln har radie 1, fér att underlitta berdkningarna. Da

har vi att
lAO| = |OFE| = cosv, |DE|=|AB]| = sinv.
Vi hirleder att

Area(ABCF) = |AB| x |BC| = (sinv)(cos v — sinv),
Area(FDEQO) = |DE| x |OFE! = (sinv)(cos v).
Kalla det L-formade omradets totala area for f(v). Da har vi att
f(v) =sinv(cosv — sinv) + sinvcosv = 2sinvcos v — sin? v = sin 2v — sin” v.
Vi soker en lokal maximum for denna funktion. Derivering ger

f'(v) = 2cos2v — 2sinvcos v = 2 cos 2v — sin 2v.

Vid en kritisk punkt dr derivatan noll, sa
1
0=2cos2v —sin2v =tanv =2 = v = 5 (tan™!2) ~ 31,72°.

6 (a) FALSKT. I poldr form é&r

141 T .. T
= CO8 — + 181 .

NG 1 1

Fran De Moivres sats hirleder vi att

1+i\% 937 . 93w
o = CO8 7 8in .
NG 4 1

Men 93/4 = 11 -2+ 5/4 sa

.o 93 - - o

141 0 57 . . bw 141
= ﬁCOS%—FESIIlf—“XW o .
V2 4 4 V2

(b) SANT. Lat z = cosf + isinf, sa

i3 ~ PN - P
27 = 0898 + isin98 = —1 = cos 7 -+ isin 7.

6



som medfor att

g

P

f o= e (-6») n, n=101223456728

Den reella delen av z blir positiv om och endast om @ ligger i den forsta eller
den fjirde kvadranten. Den ligger i den forsta kvadranten for n = 0,1 och i
den fjdrde kvadranten fér n = 7,8,

(c) FALSKT. Ty sinf < 1 for alla # € R sa kan VL aldrig tverstiga 6. Sa
ekvationen har faktiskt inga lésningar alls.

(d) FALSKT. T.ex. tag f(z) = sgn(x) och a = 0. Da giller att lim,_.q | f(2)] =

1. Men lim, o f(x) existerar ej, ty lim, g+ flz) = +1 medan att lim,_o- f(z) =
-1

(e) SANT. Lat 6 vara vinkeln mellan a och b. Da har vi att

[la x bl| = llal}]||b]|sin b,
a-b=|lalllibl|cosb.

Déarfor ar
lla x bl|> + (a - b)* = [|a|[*||b]|*(sin® 6 + cos? §) = ||a|{*||b]|*.

(f) SANT. Vi tillimpar Rolle sats tre ganger, Eftersom f dr deriverbar och
f(0) = f(1) = 0 sa maste det finnas ¢; € (0,1) sadan att f'(c;) = 0. Pa
samma sitt, eftersom f(1) = f(2) = 0 maste det finnas ¢z € (1, 2) sadan att
f{e2) = 0. Men f har andraderivata, dvs f’ dr ocksa deriverbar. Eftersom
f(e1) = f'(c2) = 0 sa maste det finnas c € (¢y, c2) sadan att f”’(c) = 0, v.s.v.

7 (a) Definition 4, page 99 in the textbook.
(b) Theorem 9. page 121 in the book. You will need to use Theorem 8 and
Example 1, but you do not need to include a proof of the former.
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