Tentamen 2011-01-15 : Losningar

Q.1 (a) Tiljaren kan faktoriseras som z?(z — 3). Eftersom z? > 0 for alla

x € R s& paverkar den inte tecknet pa kvotet, sa det ricker att avgora for
vitka x att i{—% < 0 géller. Olikheten uppfylls om och endast om téljaren

och némnaren har olika tecken, som intraffar da 2 < x < 3.

(b) Systemet ges i matrisform av

B DD e
o e b=
[ SRVLRE )
C BND b

Da vi utfér radoperationerna
Ry — Ry — 2Ry, Rz~ R3—2R,, Rz~ R3+ Ro,

erhaller vi trappstegsformen

11 2 |1
0 -1 =1 | 0
0 0 0 |1

fran vilken vi ser direkt att systemet har inga l6sningar.

(c) Forst kan man betrakta ekvationen som en kvadratisk ekvation for z*
vars losningar ges av
. 2++v4-8 .
2= —— = 144,

Vi soker endast en 16sning for z, si lat oss anta att 22 = 1 + 4. [ poldr form
har vi alltsa

22 = \@(COS—} —'risin%) .

Det finns en positiv kvadratisk rot i den forsta kvadranten, ndmligen
7T

4 m _p
z =z o= 2<cos-+z.sm-).
! 8 8

(d) Vi anviinder formeln

T R R 1
U = wr) =

1



Hir dr f(z) = ¢ och x = e* sa f/(x) = 2ze™ och f7le?) = det ¢ sa.
flt) =€t =et alltsa t = +2, ty definitionsmingden till f bestar av positiva
tal. Insdttning i (1) ger da att

—1v 1
f 1)(64):@~

(e.i) Ndmmnaren beter sig som |z, och eftersom z &r negativ sa dr grénsvirdet
lika med —1.

ii. Da o — 07 s& gar Inz — —oo. Dirfor beter sig 2 som en stor negativ
potens av ett litet, positivt tal och darmed gar mot +oc.

iii. Sétt u:= x — 1 sa gransvérdet kan skrivas om till

sin(mru + m) — sin 7

lim = lim = 7.
u—{) U u--0 U

(f) D& partikeln befinner sig i punkten (cos §,sinf) si ges dess avstand fran
(1,0} av formeln

s =/(cosf — 1)2 + (sin0)? = V21 — cos .

Deriverar vi implicit m.a.p. tiden ¢ sa far vi att

ds 1 sin 0%

dt 21 =cosf
Det som &r nu givet i uppgiften dr att # = 7/4 och df/dt = 2 rad/s. Eftersom
cos § =sinf = 1/\/5 far vi efter inséttning att, i det givna dgonblicket, sa
ar

ds 1 ;
S e 1S,

%_2\/1-1/\/5

Q.2 (a) Vi har AB = (1.2,0) och AC' = (2.0,1) och berdknar en normal
till planet enligt

J i 7k
ABxAC =11 2 0|=2-]—4k.

2 0 1|
Planets ekvation har da formen 2z — y — 4z = d for nagot d € R. Sétter vi
in punkten A, sdg, 1 ekvationen sa far vi att d = 2(1) ~ (1) — 4(1) = —3, sa
planets ekvation lyder 27 — y — 4z = —3.



Fran normalen kan vi ocksa berdkna triangelns area enligt

V21
5

Arean = - /2 1 (C12 + (-4 =

[SREE

(b) Avstandet mellan punkten (g, yo. 20) och planet ax + by + cz = d ges
av formeln

. lazg + byo + czg — d]

‘ VaZ+ it +
Hir dra = 2, b = =1, ¢ = —4, zog = —1, yo = 2, zp = 1. Insétining ger
darfor att avstandet dr 5/v/21.

(¢) Linjen har riktningsvektor DE = {1,—~1.1) och ddrmed bestar av al-
la punkterna (¢.1 — ¢,2 + ¢}, dir ¢ € R. Skidrningspunkten erhalls genom
insdttning i planets ekvation, alltsa

2) = (1=t) —4(2+1t) = -3 =t = -6,
som innebér att skidrningspunkten dr (—6,7, —4).

Q.3 (a) Om f(x) #r kontinuerlig pa det slutna intervallet [a.b] sa antar
f bade ett stdrsta och minsta vérde pa intervallet. Dvs, det finns reella tal
m < M och xy,z9 € [a,b] sddan att f(x)) = m, f{ze) = M och. for alla
x € [a,b] géller

m < f(z) < M.

(b) Funktionens kritiska punkter hittas enligt

; ; 1—-Inz
0= f'(z) = (kvotregeln) = ——— = 1-lhr=0=z=c
x
Denna punkt ligger innanfor det givna intervallet, sa vi maste testa bade
denna punkt och de tva dndpunkterna. Alltsa har vi

In10

f(1/2) = =22, fle)=1/e, [f(10)= =

Endast den vinstra dndpunkten ger att negativt f-vérde, sa detta maste
vara ett minimum. Angdende maximum, skulle vi kunna jamfora 1/e med
1%—%@, men det dr enklare att konstatera att, eftersom f(z) — 0 da o — +oc,
sa maste den kritiska punkten vara ett lokalt maximum, och t.o.m. ett globalt

maximum for f.



SVAR : Minsta virdet pa intervallet dr —21n2 och storsta virdet dr 1/e.

Q.4 Néamnaren faktoriserar som (2 + 1){x — 1), som innebér att det finns
lodrita asymptoter vid # = £1. Man kontrollerar att

111111 flz) =+, lim f(z)= -, lim flz)=+x, lim f(z)= —.
z—1% z—1" Z——1r Z——1"
Nist, polynomdivision ger
.3 .
T x
=+ , 2
21 tTeEIT (2)

som innebir att y = x Ar en sned asymptot. De kritiska punkterna erhalls
genom att derivera :

xt =322 5
0= f(z) = ég—:{? = ' =322 =0= 2%z - V3)(z+V3) =0,
sa vi har tre kritiska punkter i respektivt z; = —v/3, z0 =0, 23 = V3. Fran

funktionens asymptotiska beteende kan vi redan hirleda att x; ger ett lokalt
maximuim. xp ger en terrasspunkt och a3 ger ett lokalt minimum.

Slutligen, notera att (2) inneb#r att grafen till y = f{z) korsar linjen
y = z endast da x = 0. Nu har vi gott om information {6r att kunna skissera
grafen, som finns pa sista sidan.

Q.5 Lat triangelns andra tva horn vara B = (—x.2%), C = (z.2%) dir
0 < x < 1. Arean. som en funktion av x, ges da av

1 o )
Alz) = 5 % Hojd x Bas = x{1 — z°). (3)

Arean maximeras da 0 = A'(z) = 1 — 32? = z = 1/V/3. Insiittning i (3) ger
att den maximala arean #r —3—\275

Q.6 (a) Detta 4r SANT. Vi har formeln sin260 = 2sinfcosf. som inne-
bér att (sinf)(cosf) = %sin 20 < % ] o= % for alla 8 € R.

(b) Detta dr SANT. Se Sats 2.3.1 i boken.

(¢) Detta dr FALSKT. Intuitivt kan man ha en funktion som ir begrdnsad
men som svinger vilt. For ett konkret exempel, tag f(z) = sin(z?). Funktio-
nen dr begriansad, ty —1 < f(z) < 1 for alla z € R, Men f/(z) = 2z(cos z?).
Om x = 2n7 sa dr f'(z) = 2v/2n7. som innebir att f'(x) kan bli hur stort
som helst (lat n — oc).



(d) Detta dr SANT. Att f'(z) > 0 for alla € R rdcker for att f ska vara
inverterbar. Om dessutom f'(z) > 1 for alla r, s& medfor formel (1) ovan
att (f7H(x) < 1 for alla x.

(e) Detta dr FALSKT. Lat f(z) = cosa — x. Eftersom f(0) = 1 > 0 och
f(m/2) = —7/2 < 0, sa innebir Medelvirdesatsen att ekvationen f{x) = 0
har minst en losning i intervallet [0,7/2]. Men nu konstatera att f/'(x) =
—sinz — 1, som dr negativ for alla x. Darfor dr f(a) en strangt avtagande
funktion, och en sadan funktion kan inte ha mer dn ett nollstélle i hela dess
definitionsmingd. Alltsa har ekvationen cosx = z exakt EN I6sning i inter-
vallet [0.7/2].

(f) Detta dr FALSKT. Snarare gilller att (a xb)-c = (cxa)-b= —(axc)-b.

Q.7 (a) Se Defintion 2.8.6 i boken.
(b) Se Sats 2.8.12 i boken.
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