Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV120), 2011-10-22

1. (a) |z — 2| =4 betyder att © — 2 = 4, vilket ger x = —2, x = 6.
Svar: x = -2, x = 6.
(b) Kedjeregeln ger f/(z) = ! <2x = 2 .
x2+1 x2+1
Svar: f'(z) = 2x/(z? + 1).

(¢) Den utskade koefficientmatrisen A undergar radoperationer:

1 -1 21 1 -1 21 1 -1 21
A=[1 2 -1 4], 0 3 -3 3|, 0 1 -1 1
2 1 15 0 3 -3 3 0 0 00

I det forsta stegt multipliceras rad 1 med -1 och ldggs till rad 2 samt med -
2 och ldggs till rad 3. I det andra subtraheras rad 2 fran rad 3 och dérefter
multipliceras rad 2 med 1/3. Resultatet dr en matris pa trappstegsform déar tredje
kolonnen saknar pivot element. Det gor att z dr en fri variabel som vi sétter till
t: z = t. Den andra raden i matrisen ger nu att y = 1 4 ¢ och den forsta att
r=1-2t+(1+¢t)=2—t Svarrxc =2 —t,y =1+t 2z = t, dir ¢ &r ett
godtyckligt reellt tal. (Aven andra sitt att ange losningarna dr mojliga.)

(d) Med v = arcsin(—5/6) har man att sin(v) = —5/6 och att v ligger i intervallet
[-7/2,7/2]. Detta ger, med den trigonometriska ettan, att
cos(v) = £4/1 — (=5/6)2, dir bara det positiva virdet dr aktuellt pa grund av

vinkelns restriktion. Man far cos(v) = /11/36 = v/11/6.
Svar: v/11/6.
(e) i Med @ =1In(1+ 2z)/z & Q av typen “0/0” nir 2 — 0. Derivering av téljare
och ndmnare for sig ger @1 = (2/(1 + 2z))/1 som har grénsvirdet 2, nir
x — 0. Enligt 'Hospitals regel har @) samma grinsvéirde da.
Svar: 2.

ii. Med @ = (1 — cos(bz))/z? #r @ av typen “0/0” niir z — 0. Derivering av
tiljare och ndmnare for sig ger Q1 = 5sin(bz)/(2z) = (25/2) - sin(5z)/(5x),
som enligt standardgransvirdet sint/t — 1, nir ¢t — 0, har griansvirdet 25/2.
Enligt I’'Hospitals regel har ) samma grinsvirde da.

Svar: 25/2.

iii. En omskrivning av uttycket ger Q = (arctanx —7/2)/(1/x), som &r av typen
“0/0” néir x — oo. Derivering av téljare och nimnare for sig ger
Q1 = (1/(1 + 22))/(=1/2%) = —2%/(1 + 2?) som har grinsviirdet —1 niir
x — oo. Enligt 'Hospitals regel har () samma griansvirde da.

Svar: —1.

(f) Derivering av y3/x + 2%y = —4 ger (téink pa y som en funktion av x)
(3y%y'z — y) /2 + 2xy + 2%y = 0. Samlas allt som innehaller y i viinstra ledet
och resten i det hogra far man

y’(@ — 172) = y—s — 2xy.

x x

Eftersom z = —2, y = —2 ger detta ¢’ - (—2) = —10, eller 3y’ = 5.

Tangenlinjen har alltsa riktningskoefficient 5 och gar genom (—2, —2). Dérfor r
y=5(x 4+ 2) — 2 =5z + 8 en ekvation f6r tangentlinjen.

Svar: y = 5z + 8.

2. (a) De givna ekvationerna for linjen dr pa standrad form sa vi kan avldsa en rikt-
ningvektor 7 = (5,2,1) och en punkt P = (2,1, 1) pa linjen. Den ginva punkten

AN
Q = (3,—1,—2) i planet ger vektorn 7 =PQ= (1,—2,—3) som &r parallell med
planet liksom w.



3.

-2
3 1
o 1 5 15 4 1
U Xv= —2 X 2 = — _3 1 = —16 - 4 _4 5
-3 1 12 3
1 5
-2 2

som ger att m = (1,—4,3) #r en normal till planet. Det har dérfor en ekvation
x — 4y + 3z = d. Det gar genom P, 84 2 —4+ 3 =d.
Svar: x —4y + 3z = 1.

(b) Eftersom 1 —4-2+3-3 =2+ 1, 16ser punkten (1,2, 3) inte planets ekvation.

Svar: Nej.

(c¢) Den parametriserade linjen har riktningsvektor w = (1, —4, 3), som dr en normal

till planet enligt tidigare utrdkning. Alltsa ar linjen vinkelrdt mot planet.
Svar: Ja.

(a) Derivering ger f’(z) = 72°® + 52* = 24(72% + 5), som dr > 0 utom i x = 0. Det

ger att f #r vixande (stringt viixande) och déirfor inverterbar.

(b) Derivering av f(f~1(z)) = z ger f'(f =) - (f~Y)(x) = 1, som leder till

(fY(z) = 1/f/(f*(=)). Vi bestdammer f~1(5) genom att sitta f~1(5) = ¢
och far 5= f(f71(5)) = f(t) =" +t°> + 3, som loses av t = 1 (“gissas”). Det ger
f71(5) = 1 och vi far (f~1)(5) = 1/f'(1) = 1/12, enligt tidigare beriikning av
[

Svar: 1/12.

4. Logaritmen &r definierad for alla x sadana att 1 — 2z > 0, dvs alla © < 1/2. Arcus-

funktionen &r definierad for alla x. Det ger att definitionsméngden &r intervallet
(—00,1/2).

Funktionen &r kontinuerlig, sa enda méjliga lodriita asymptoten &r = 1/2. Man har
f(z) = —oo, néir x — 1/27, s& © = 1/2 dr en lodrét asymptot.

Sned asymptot kan bara finnas nir x — —oco. En eventuell sadan har riktningskoeffi-
cient k, som ges av grinsviirdet av f(x)/x, nir x — —oo. Man har

f(z)/x =In(1—2z)/x+2arctan(z)/x — 0, nér x — —oo, for en positiv potens av z (i
detta fallet = 2') dominierar 6ver en logaritm och arctan(x) har grinsvirdet —m /2
da. Detta ger k = 0. Vidare géller att f(z) — kx = f(z) — oo, nir z — —o0.

Alltsa saknas vagriat asymptot.

Derivering ger

/ 2 2 21+ +2(1—-2z)
@ = o tise - (1-22)(1+a2?)
22 +2z)  2a(z+2)

(1—22)(14+22) (1 —22)(1+22)

Detta ger tva kritiska punkter: —2 och 0. Teckenstudium:



-2 0

1/2
f! ?

Detta ger att —2 &r en lokal minimi-punkt och 0 en lokal maximipunkt. Man har
f(—=2) =1In(5) + 2arctan(—2) och f(0) =0, sa f(—2) &r negativt. Utover x = 0 har f
ett nollstélle mindre d&n —2 (for f(z) — oo, nir z — —o0).

En skiss av grafen:

x=1/2

Virdemingden &dr méngden av alla reella tal.

5. Infoér beteckningar som i figuren:

S

Da giller att v = f—a. Man har ocksa tan 8 = 7/ och tan a = 2/x. Av detta foljer att
B = arctan(7/x) och a = arctan(3/z). Man far v = v(x) = arctan(7/z) — arctan(2/z),
som ska maximeras pa intervallet [0, c0).

Derivering ger
1 =7 1 -1 2 7
1+49/2x2 22 1+4/22 22 4+22 22449
—5(z% — 14) _ =5(x —V14)(z + V14)

v'(z) =

(44 22) (22 +49) (44 22)(49 + 22)
Tecken studium:
V/ T T
-V14 0 V14



6.

Av detta ser vi att v har ett stérsta virde nir z = v/14.
Svar: V14 m fran sockeln.

(a)

Om @ &r ett argument for a har losningarna till ekvationen argument 6/3, /3 +
27 /3 och 8/3—2m /3. De kan inte alla vara argument for vinklar i samma kvadrant,
for skillnaden mellan dem &r 27/3.

Svar: Falskt.

Derivering ger f/'(z) =1+ 1In(z) och f”(x) = 1/z, som #r > 0, nidr = > 0. Alltsa
ar f konvex da.

Svar: Sant.

Om man siitter f(z) =z —In(z 4+ 1), har man () =1—-1/(x+1) =x/(z+ 1),
som bara viixlar tecken i x = 0, nir x > —1. Man har att f’ &r negativ nir
—1 < z < 0 och positiv nir 0 < x. Detta ger att f har ett minsta virde i x = 0.
Alltsa f(x) > 0, néir z > —1. Av detta foljer att In(z + 1) < x da.

Svar: Sant.

En kontinuerlig funktion antar ett storsta och ett minsta vérde pa ett slutet
bergrinsat intervall. Enligt satsen om mellanliggande virde ar vardeméngden
ocksa ett interval och dédrmed ett slutet begrénsat intervall. Intervallet (0, 1) &r
inte ett sadant intervall. Svar: Falskt.

Medelviirdessatsen ger att f(2) — f(1) = f'(¢)(2 = 1) = f'(¢), for nagot c i
intervallet (0,1). Eftersom f(2) — f(1) = 24 — 15 = 9 stdmmer pastaendet.
Svar: Sant.

Definitionsméngden till f &r mingden av alla x sadana att (x — 2)(x — 5) > 0.
Det ger att f ar definierad nédr x < 2 och nar x > 5.

For g galler att bada termer i summan ska vara definierade for att g ska vara det.
Det ger att 2 < x och 5 < x samtidigt. Funktionen ¢ &r alltsa definierad (bara)
nér x > 5.

Svar: Sant.



