1.

Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV120), 2012-01-14

(a)

Faktorisering ger 15 = 3 -5, 49 = 72, och 35 = 5 - 7. Detta och férkortning ger

1516 . 497 316 A 516 . 72~7 5
3515.316  p5l5.715.316 7
Svar: 5/7.
Kedjeregeln ger f'(x) = e®*~1. 2z och dirmed (1) = 2% = 2.

Svar: 2.
Den utokade koefficientmatrisen A undergar radoperationer:

6 —14 —18 19 3 -1 1 -3
A= 21 —10 4 -18 |, 21 —-10 4 —18 |,
3 -1 1 -3 6 —14 —18 19
3 -1 1 -3 3 -1 1 -3 3 -1 1 -3
0o -3 -3 3], 0 11 -1 |, 0 11 -1
0 —16 —16 13 0 1 1 —13/16 0 0 0 3/16

I det forsta stegt byter forsta och tredje raderna plats. I det andra subtraheras
rad 1 multiplicerad med 7 fran rad 2 och rad 1 multipliceracd med 2 laggs till
rad 3. Direfter multipliceras rad 2 med —1/3 och rad 3 med —1/16. Till sist
subtraheras rad 2 fran rad 3. Resultatet 4r en matris pa trappstegsform dér sista
kolonnen har pivot element. Alltsa saknas 16sning.

Svar: Det finns ingen 16sning.

Man har att cos(2v) = 1 — 2sin®(v) (formel for dubbla vinkeln). Detta ger
cos(20) =1-2/9="7/9

Svar: 7/9.

i. Rékneregler for logaritmer ger att In(2z 4+ 1) — lnz = ln(
(2 +1)/xz — 2, nér  — oo, giller att In(2x + 1) —lnxz — In2 da.

Svar: In 2.

ii. Med Q@ = (1 +x)%?/In(z + 1) & Q av typen “0/0” nir x — 0. Derivering
av tiljare och nimnare for sig ger Q1 = (3/2)(1 + 2)'/2/(1/(1 + x)), som
har grinsvirdet 3/2, nidr x — 0. Enligt I'Hospitals regel har @ ocksa detta
gransvérde.

Svar: 3/2.
Om f~1(In3) = a, sd &r In3 = f(a) = Inv1+a3, sd 3 = 1+ a? och alltsd
9 =1+ a3 Det ger a =2. Alltsd dr f~1(In3) =2 och In3 = f(2).
Eftersom f~1(f(x)) = x, for alla z > —1, ger derivering att Df~1(f(z))f'(z) = 1,
eller Df~1(f(z)) = 1/f'(x). Nér f(z) = Inv1+ 23 = (1/2) In(1+23), & f'(z) =
(1/2)(32% /(1 +23)) = 322 /(2(1 4+ 23)) och alltsa &r Df~1(f(z)) = 2(1 +23)/32>.
Sitter vi x = a = 2 ger detta Df~1(In3) = 2(1 + 8)/(3-4) = 3/2, s& tangenten
har lutning 3/2 och gar genom punkten (In3,2). Den har dérfér ekvationen y =
(3/2)(x —1In3) +2
Svar: y =3z/2+2 — (31n3)/2.

%) . Eftersom

— —
Planet gar genom de tre punkterna A, B och C,sa u =AB och v =AC &r vektorer
parallella med planet.
En normal till planet ges av

-2 0

1 -2
- 0 -3 0 -3 4
n=uxX7v= -2 X 0 = 1 _o = -3
1 -2 —6

0 -3

-2 0



Planet har dérfor en ekvation 4z — 3y — 62 = d. Det gar genom A = (2,1,1), sa
8§—-3—-6=d.
Svar: 4z — 3y — 6z = —1.

(b) Avstands formeln ger att avstandet mellan en punkt (a, b, ¢) och planet r

|[4a — 3b — 6¢ — (—1)]
VE+ (=372 + (=6)2

Detta ger att avstandet mellan D = (6, —2,4) och planet &r 7/1/61

Svar: 7//61.

N
(c) Punkten D ligger pa linjen bara om AD &r parallell med normalen 7 till planet.

Men
. 4 4
AD= -3 och n = -3
3 —6

ar inte parallella, eftersom de har samma forsta koordinat men olika tredje.
Svar: Nej.

3. Eftersom v/2x + 1, bara #r definierat nér 224+ 1 > 0, dvs nér > —1/2, dr definitions-
méngden intervallet [—1/2, 00).

Dervering med hjalp av produkt- och kedjereglen ger

/ 22z 2 22 2
= D(—a?—z) V2 + 1+ R S
() e (=2 —x) x e WorEs]

—I2—I

= (et )V - \/ﬁ) = —\e/ﬁ (e+1?-1) =

2
—x°—z
(&

= - (24 1)z
Hir &r kvoten i uttrycket alltid > 0, sa tecknet pa f’ bestiims av tecknet pa —4z(z+1),
som pa intervallet > —1/2 bara byter tecken i x = 0 och dér gar fran positivt till
negativt.
Det betyder att f vixer pa [—1/2,0] och avtar pa [0,00). Detta ger att f :s storsta
vérde &r f(0) = 1.
Av f(x) = e~ =T\ 2x + 1, ser vi att f(z) >0, for alla = och att f(—1/2) = 0 som
alltsa &r f :s minsta vérde.
Eftersom f &r kontinuerlig pa intervallet [—1/2, 00) dr virdeméngden ett intervall. Av
det som framkommit maste det vara [0, 1].

Svar: Defintionsméngen &r [—1/2, 00) och virdeméngen ér [0, 1].
4. For ndmnaren giller att 22 —z — 2 = (z — 2)(2 + 1), s& den har nollstéllena —1 och 2.
Detta ger att defintionsméngden &r alla reella tal utom —1 och 2.

Inget av dessa tal dr nollstéllen till tiljaren, sa vi har de lodréita asymptoterna x = —1
och x = 2. Specifikt géller

00 nar r— —1"
—00 nér r— -1t
flx) = ¢ N _
00 nar T — 2
00 nar x — 2T

Nir x — +oo, giller att f(x) — 3, sa att y = 3 dr en vagrit asympot sa vil nér
T — 00, Som Nar r — —oo.



Vi avgér var f viixer och avtar genom att undersska f’. Fére derivering gor vi poly-
nomdivision och far

3z2 —6x+3 3r—9
fla) = T =5

22—z —2 22—z -2

Derivering enligt kvotregeln ger nu

32—z —2)— Bz —9)(2z—1) 3z —18zx+15

OB (12 —z —2)2 T @2—z-2)2
(x —1)(3z — 15) .. (x —1)(z—5)
(x —2)2(x 4+ 1)2 (x —2)%(x +1)2

Det betyder att f’ viixlar tecken i 1 och 5.

Det ger foljande teckenstudium:

[e]

-1 1 2 5

som visar att f vixer pa intervallen (—oo,—1), (—1,1] och [5,00), medan den avtar
pa [1,2) samt (2, 5].

Av detta foljer att f har ett lokalt maximum f(1) =01z = 1 och ett lokalt minimum
f(5)=3-1/3=8/31iz=5.

Detta ger oss grafen

Vi ser nu att virdeméngden dr (—oo, 0] U [8/3, 00).

5. Infor beteckningar som i figuren:




6.

Triangeln har da basen x — (—R) = z + R och hdjden vV R? — 22, si att arean &r
(x+ R)VR? —22/2,dir —-R <z <R.

Vi soker storsta virdet av f(z) = (z + R)V R? — 22 pa intervallet [-R, R]. Svaret r
hélften av detta.

Derivering ger

fla) = e (x + R)(—2x) _ R? — 22 — Ry — 22 _ (R—2z)(R+x)
2VR? — 22 VR? — Rz — 222 VRZ — 22

som pa intervallet (—R, R) bara véxlar tecken i x = R/2 och dér gar fran positvt till
negativt nir x passerar R/2 fran vénster till hoger. Det betyder att f : s storsta vérde
antas nir x = R/2 och att det &r f(R/2) = (3R/2)R+/3/4 = 3v/3R? /4.

Triangelns storsta area #r alltsa 3v/3R?/8.

Svar: 3v/3R?/8.

(a) Om z = 3/2,sa ir |22 = 2Z = 3 och |z| = V/3, som &r < 2, s& pastaendet stimmer
Svar: Sant.

(b) Nir ¢t — 07, géller att Int — —oo. Detta ger att In |z| — —oo, néir z — 0 och att
1/Injz| — 0 da. Alltsa giller att zln x| — 0 = f(0), néir  — 0. Det betyder att
f &r kontinuerlig i z = 0.
Svar: Sant.

(c) Det giller att arccos(cos(z)) = x, under forutsittning att x dr i intervallet [0, 7].
Trigonometriska identiteter (se figuren neda) ger att cos4 = cos(2m — 4), déir
0 < 2w —4 < 7. Det betyder att arccos(cos4) = arccos(cos(2m —4)) = 2 —4 # 4.
Pastaendet stammer alltsa inte.

Svar: Falskt.

(d) Eftersom f’(t) — 1, nér t — oo, sa giller att f(¢) > 1/2, for alla tillréckligt stora
vérden pa t. Enligt medelvides satsen géller att f(z+1)—f(z) = f'(t)(z+1—2) =
f(t), for nagot ¢ mellan x och = + 1. For alla tillréickligt stora viirden pa x giller
diarmed att f(z + 1) — f(z) > 1/2, eller att f(x + 1) > f(x) + 1/2. Pastaendet
stdmmer alltsa.

Svar: Sant.

(e) Med f(x) = 222 giller att f/(x) = 42 och att f'(1) = 4. Det ger att normalens
riktningskoefficient &r —1/4. Den gar genom (1,2), s& en ekvation for nomalen &r
y=(—1/4)(x — 1) + 4. Nér = = 4 blir y # 0. Punkten (4,0) ligger alltsa inte pa
normalen.

Svar: Falskt.

(f) Derivering av f(z) = e~ =% ger fl(x) = e~ T(—2p — 1) som véxlar tecken
fran positivt till negativt i © = —1/2. Det betyder att f har ett lokalt maximum
iz = —1/2. Pastaendet stimmer alltsa inte.

Svar: Falskt.



