Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV121), 2012-10-27

1. (a) Systemets utokade koefficientmatris utsétts for radoperationer:

1 -1 -1 1
-1 2 2 0 Rad 1 laggs till rad 2, Rad 3 minskas med 3x rad 1:
3 -1 -1 5
1 -1 -1 1
0 1 1 1 Fran rad 3 dras 3x rad 2:
0 2 2 2
1 -1 -1 1
0 1 1 1
o 0 00

Detta ger att z &r en fri variabel, sa vi kan sétta z = ¢t. Andra raden ger da
y=1—toch forsta att x =1+ (1 —¢) +t = 2.
Svar: ©t =2,y =1—1t och z =t, dir t 4r ett godtyckligt reellt tal.

(b) Lat w vara den ginva vektorn. Om man t.ex. siitter

3 0
U= -1 och ©v= 1
0 2

sadru-w=6—-—6+0=0o0ch?v-w=0+6-—6 =0, sa sa vial & som v ir
vinkelrdta mot w. For att @ och v ska vara parallella ska det finnas en skalér k,

sa att o = ku, d.v.s 0 =3k, 1 = —k och 2 = 0- k. Den forsta av dessa ekvationer
ger k = 0, som inte fungerar i den andra. Alltsa dr @ och v inte parallella.

3 0
Svar: T.ex. -1 och 1

0 2

(¢) Polir framstéllning ger —8i = 23 - e=™/2  vilket ger att z = 23/2 . ¢="/4 &r en
16sning till ekvationen. Vi har 23/2 . e="/4 = 2/2(1/y/2 — i /+/2) = 2 — 2i.
Svar: T.ex. z =2 — 2i.

(d) Man har f'(z) = e *(1 —x) och f"(x) = e *(-1+2—1) =e *(x — 2), som ir
positiv precis néir > 2. Didrmed &r f konvex da x € (2, 00)

Svar: (2,00).

(e) i. Forkortning med e” ger f(x) = (1+2ze " —e™")/(24+2e™" —2e~ 7). Eftersom

xe”® = 0och e™™ — 0, nér x — oo, giéller att f(z) — (1+0-0)/(2+1-0) =
1/2 da.
Svar: 1/2.

ii. Forkortning med x ger f(z) = (e”/x+2—1/z)/(2¢" /x + 1 —2/z). Eftersom
e®/x — 0och 1/x — 0, nir x — —oo, giller att f(z) — (04+2—0)/(0+1-0) =
2 da.
Svar: 2.

ili. Gréansvirde ér av typen "0/07. Sétt Q1 = (e* + 2z — 1) /(2e* + . —2), d.v.s
Q1= (e"+2)/(2¢” +1), som har gransvirdet (1+2)/(2+1) =1, nir z — 0.
L’Hospitals regel ger att #ven f(x) har gransvérdet 1, ndr  — 0.

Svar: 1.

(f) Derivering av de bada leden ger
8y*y' + 327 = 2zy> + 32%y%y .

Inséttning av x = —1 och y = 1 ger 8y’ +3 = —2 + 33/, som ger ¥’ = —1 och att
tangenten har riktningskoefficienten —1. Tangenten gar genom punkten (—1,1)
och har alltsa ekvationen y = 1 — 1(x + 1).

Svar: y = —z.



2. (a) Fran ekvationen for planet far vi att det har normalen

3
v=16 |,
2

som ocksa &r en riktningsvektor for linjen. Den ska ga genom punkte (2, —3,4),
vilket ger att den har parameterframstéllningen

T 2 3
y | =1 -3 |+t]| 6 |,
z 4 2

Som ger parameterframstéllningen x = 2+ 3t, y = -3+ 6t, z =4 + 2t, dér t ar
ett godtyckligt reellt tal. Ur detta loser vi ut ¢ och far

r—2 y+3 z-—-4
t= = = ,
(t=) 3 6 2
som dr en parameterfri framstéllning av linjen.

Svar: © =24 3t, y = -3+ 6t, z = 4+ 2t, dér t ar ett godtyckligt reellt tal,
r—2 y+3 2-—4

kti
respektive 3 5 5
—
(b) Sétt A = (2,—3,4) och B = (3,—2,4) och uw =AB . Astandet kan sa beréknas
som (med ¥ som i 16sningen till a)) d = | x o|/|7|. Vi har
3-2 3 1 3 2
uxv=| —2—(=3) | x| 6 |=[1]x]| 6 |=| -2
4—-4 2 0 2 3

Detta ger d = /4 +4+9//9+36 +4=+17/7
Svar: /17/7.

3. Funktionens defintionsméngd bestar av alla reella tal eftersom ndmnaren saknar noll-
stélle. Eftersom funktionen &r kontinuerlig kommer virdeméngden dérfor att vara ett
intervall.

Vi har
f(f)_(x2+4)+2x+3_ 2z +3
n 2 +4 N 2+ 4

Detta ger att f(x) — 1, ndr © — oo, eftersom polynomet i téljaren i det aterstaende

braket &dr av ldgre grad &n det i ndmnaren.

Derivering av omskrivningen av f(z) ger

22? +4) — 2z +3) -2z 8—6z—22? 2(4—3zx—2?) 2(1-z)(4+x)

(22 + 4)2 T @42 (22442 (2242

f'@) =

Teckenstudium ger att f dr vixande pa [—4,1] och avtagande pa (—oo, —4] U [1, 00).
Vihar f(—4) =1+ (—5)/20 =3/4 och f(1) =1+ (5/5) = 2. Eftersom f(z) — 1, nir
x — Fo0, ger detta att f(z) har ett minsta vérde 3/4 och ett storsta virde 2.

Svar: Virdeméngen ér [3/4,2].
4. Definitionsméngden till f(x) bestar av alla reella tal.

Eftersom arctant — m/2, néir t — oo och arctant — —7/2, nir t — —oo, giller att
f(xz) — 0, niir £ — 4o00. Den enda sneda/horisontella asymptoten ér y = 0. Lodrét
asymptot saknas.

Derivering (med kedjeregeln) ger

3 1 31+2?)—(1+92%)  2(1-32%)  2(1—+3z)(1+32)

f'(x)

T 14922 1422 (1+9)(1+22) (149221 +22)  (1+922)(1 +42)



6.

Det betyder att f(x) #r avtagande pa (—oo, —1/v/3] U [1/4/3,00) och viixande pa
[~1/+/3,1/+/3]. Eftersom f(x) — 0, nir @ — +oo, ger detta att f(x) har sitt storsta
virde i 1/4/3, som alltsa &r en (lokal) max-punkt och sitt minsta virde i —1/+/3.

Vi har f(1/4/3) = arctan(v/3) — arctan(1/y/3) = 7/3 — 7/6 = /6.
Vi konstaterar att f(x) & udda (f(—z) = —f(x)) och har f(—1/v/3) = —7/6.
Detta ger att virdeméngden till f(z) &r [—7/6,7/6].

Informationen ovan leder till féljande skiss

/6
-1/4/3
T ]!/ﬁ
—1/6

Svar Definitionsméngden bestar av alla reella tal. Vardeméngden &r [—m/6, 7/6]. Den
enda asymptoten #r y = 0. Funktionen dr avtagande pa (—oo, —1/v/3) U [1/v/3, o]
och viixande pa [~1/v/3,1/4/3. Den #r udda och har en max-punkt i 1/4/3 och en
min-punkt i —1/\/5.

Nir k < 0 saknas 16sning eftersom e?* > 0 och v/ > 0.

Vi underséker vad som hénder nér k > 0. Ekvationen kan skrivas 1/k = \/ze™2%. Fér
att underlitta rikningarna sétter vi ¢ = \/x och ska underséka nir 1/k = te=2" har
en entydig 16sning ¢ > 0.

Vi siitter f(t) = te=2°, ¢ > 0 och har f/(t) = e 2" (1 — 442) = 2" (1 — 2¢)(1 + 2¢).
Vilket ger att f(t) dr stringt vixande pa [0,1/2] och stréngt avtagande pa [1/2, 00).
Eftersom f(0) — 0, néir ¢ — 0 och f(t) — 0, nér ¢t — oo, men betyder det att varje
vérde mellan 0 och f(1/2) antas tva ganger av f(¢). Det enda vérden som bara antas
en gang av f(t) ar f(1/2) = e~/2/2. Detta ger att k ska vara 1/f(1/2) = 2+/e for att
den givna ekvationen ska ha precis en 16sning.

Svar: k = 2./e

(a) f(z) = arctan(x) &r stringt viixande men f(z) gar inte mot oo, nir x — oo, sa
pastaendet &r falskt.

Svar: Falskt.

(b) Vihar f'(z) =2/z—1/(x+1) = (z+2)/(x(z+ 1)), som & > 0, nér = > 0. Det
ger att f(z) &r stringt vixande pa (0, 00).
Svar: Sant.

(¢) f(x) =1/x, = > 0 dr konvex och striangt avtagande, sa pastaendet stimmer.
Svar: Sant.

(d) Vi har f(z) = Inz/In2, vilket ger f'(z) = 1/(x1n2). Tangentlinjen i punkten
(a, f(a)) har dirfor ekvationen y = Ina/In2 + (x — a)/(aln2). Den gar genom
origo ndr 0 =Ina/In2—1/In2, d.v.s nir a = e.

Svar: Sant.

(e) Vektorerna mellan origo och punkten (1,0,0) respektive origo och (0,1,0) ér
vikelriita mot varandra. Deras kryssprodukt ér vektorn mellan origo och (0,0, 1)
som inte &r nollvektorn.

Svar: Falskt.

(f) Om 2§ =1, s #r |2zo|™ = 1, vilket ger |z0| = 1. Dérmed ir z0Zy = |20/ = 1. Om
vi multiplicerar bada sidor i zozg}_l =1 med zp far vi darfor z{)‘_l = Zp.

Svar: Sant.



