1.

Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV121), 2013-08-28

(a)

(b)

Vi skriver olikheten som 0 < 22—z +1 och gér kvadratkomplettering i hogerledet:
2?2 —z + 1= (z—1/2)% + 3/4. Vi ser nu att hogerledet ir > 3/4 for alla z.
Svar: For alla reella tal x.

Kryssprodukten &r vinkelrédt mot var och en av de tva vektorerna i produkten.
Vektorn (1,a,2) &r en av dessa, sa den &r alltid vikelrdt mot kryssprodukten.
Svar: For alla virden pa a.

Systemets utokade koefficientmatris reduceras:

(T2 3) (0 acsn v )

Om det ska finnas oéndligt méang l6sningar kan a inte vara skilt fran 3/2, for da
ar forsta och andra kolonnerna pivotkolonner. Alltsd maste a = 3/2. Samtidigt
kan da inte b vara skillt fran 1/2, for d& saknar andra ekvationen 16sning. Alltsa
maste b = 1/2. For dessa viirde pa a och b &r ekvationssystemet ekvivalent med
den enda ekvationen 2z+3y = 1, som dr ekvationen for en linje i planet. Systemet
har alltsa da oddligt manga losningar.

Svar: a =3/2,b=1/2.

Kedjeregeln ger

2
14 422"

Eftersom arctan(1) = /4 ger detta att f'(/2) = —sin(7/4) = —/2/2.

Svar: f'(1/2) = —v/2/2.

Vi har €7/3 = cos(21/3) +isin(27/3) = —1/241iv/3/2 och e™™/3 = cos(47/3) +
isin(47/3) = —1/2 — i1/3/2 och deras summa &r —1 = '™, Ekvationen &r alltsa
2% = '™ som har 16sningarna z = e!("/3tk27/3 q5r k=0, 1, 2.

in/3 i5m/3

f'(z) = —sin(arctan2x) -

Svar: z =e"™/°?, z=—1och z=¢

Omskrivning ger (observera att vt = |22| = 22)
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nir z — 0.
Svar: 1/2.

Forsta linjen har riktningsvektorn u = (—1,1,2), den andra v = (1,—2,1). En
normal till ett (eventuellt) pla som innehaller bada linjerna ges déirfor av u x v =
(5,3,1). Forsta linje gar genom punkten (4,5,0) sa planet ska ocksa ga genom
denna punkt. Detta ger att planet har ekvationen

0 = (5,3,1) - (x—4,y—5,2) =bx+ 3y + 2 — 35.

Kontroll visar att dven den andera linjen gar genom punkten (4,5,0). Dirmed
dr det klart att det plan som har ekvationen 5x + 3y + z = 35 innehaller bada
linjerna.

Svar: 5z + 3y + z = 35.



(b) De tva linjerna skir varandra om det finns tal ¢ och s, sa att (4 —¢,5 +¢,2t) =
(as,1 4 25,2 — s). Jamforelse av andra koordinaterna ger 5 +¢ = 1+ 2s, dvs
t = 2s — 4. Om vi jamfor tredje koordinaterna och anvinder detta vérde for ¢ far
vids —8 =2—s, dvs s = 10/5 = 2 och ddrmed ¢ = 0. Till sist jamfor vi forsta
koordinaterna. Vi ska ha 4 = a - 2. Detta ger a = 2.
Svar: a = 2 och skérningspunkten (4, 5,0).
3. Funktionen f #r definierad for alla reella tal x sadana att 22 — 1 # 0. Det ger defini-
tionsméngden (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00).
Nir z — —17, eller # — 17 giller att 1/(1 — 2?) — —oo. Detta ger att f(z) — 0 i
dessa fall, for et — 0, nér t — —oo.
Nir 2 — —1~ eller x — 1k giller att 1/(1 — 2%) — oo, s& f(z) — oo under dessa
omstindigheter, eftersom e’ — oo, nir t — oo.
Nér x — oo, giller att 1/(1 — 2%) — 0, sd f(z) — ¢’ = 1, i dessa fall.
Det ger att vi har tva lodréita asymptoter = £1 och en vigrat y = 0.
Derivering ger enligt kedjeregeln

/ _ 1/(1—a? 2\ _ 1/(1—a? 2z
fll@) = ") D(1/(1—a?) = e/ )'m-
Vi ser att f” dr 0 bara i z = 0 och byter tecken fran negativt till positivt vid passage av
0 i stigande riktning. Det ger att f har ett lokalt minimum i « = 0, dér f(0) = e, samt
att f &r avtagande pa intervallen (—oo,—1) och (—1,0] och vixande pa intervallen
[0,1) och (1, 00).

Vi kan nu skissa grafen med denna information:

Svar Funktionen har definitionsméngden (—oo, —1)U(—1,1)U(1, 00). Den har asymp-
toterna x = +1 samt y = 1. Den har ett lokalt minimum i = 0.

4. Nar t ligger i intervallet [0.7/2) genomloper tant alla virden i intervallet [0, co), sa vi
kan lika giirna berikna stérsta och minsta virdet av funktionen g(z) = x/(2 + 22),
nér x ligger i intervallet [0, 00). Det #r klart att g(x) > 0 for alla sidana x och att
g(0) = 0. Dér med &r det klart att minsta vérdet dr 0. Eftersom g(x) — 0, nir x — oo
och g ar deriverbar &r det klart att det finns ett storsta virde och att det anntas i en
punkt dér ¢’ dr 0.

Derivering enligt kvotregeln ger

@) = (2+x2)—x-2x_(ﬂ+x)(\/§—x)
= (2+22)2 (2 + a2)?

Dirmed r det klart att enda nollstéllet till ¢ i intervallet (0,00) &r @ = /2. Vi har
g(V/2) = V/2/4, som alltsa #r storsta virdet.

Svar Minsta virdet &r 0 och storsta &r v/2/4.



5. Vi beréknar derivatan till f nir z # 0 :

6.

1 -1
fllx) = l+z72 22
—2xe” "

om <0
om x>0

Dirmed #r det klart att f dr avtagande pa intervallen (—o0,0) och (0, 00). Samtidigt
ar det klart att f dr negativ nér z < 0, for arctant &r negativ nér ¢t < 0 och att f &r
> 0, nér z > 0, for e’ &r alltid > 0. Vi har ocksa att f(z) — 0 samt f(z) — —m/2, nér
x — 07, s& virdeméngden till f &r (—7/2,0) U (0,1), for €® = 1.

Detta ger ocksa att varje linje parallell med x-axeln skér grafen till f 1 hogst en punkt
och alltsa &r f inverterbar.

For att hitta en formel for f=1 loser vi ut = ur y = f(x).

Nér y < 0 ska vi 16sa y = arctan(1/z) som ger tany = 1/x, och x = 1/ tany.

Nar y > 0 ska vi 16sa y = e_”Q, som ger Iny = —22 och x = /= Iny, for vi ska ha
x> 0.

Detta ger

1 ..
) = tang nir —-7w/2<y<0

v—Iny nir 0O0<y<l1.

I svaret byter vi plats pa variablerna x och y i detta.

Virdeméngden till f~! &r definitionsméngden till f som &r alla reella tal. Definitions-
méngden till f~1 #r virdeméngden till f som &r (—pi/2,0) U (0,1).

Svar: Virdemingden till f~! #r #r alla reella tal. Definitionsméngden till f=! ir
(—pi/2,0) U (0,1). En formel for f=! ges av

1
_ a —7/2
! 1(36) _ p— nér T/2<x<0
vV—Inzx nir O0<zx<l1.

(a) Nidr uev = 0, dr de tva vektorerna vinkelrita, sa de spinner ut en rektangel
med area |u] - |v|, som samtidigt dr lingden av u X v, som ocksa kan skriva
V/(ux v)e(uev). Alltsd stimmer pastaendet. Svar: Sant.

(b) Det kan inte stdmma. Systemet som bestar av ekvationerna x =1 och z + 1 = 2
har fler ekvationer &n obekanta, men har l6sningen = = 1.

Svar: Falskt.

(¢) Om vi sétter g(x) = 5 och f(x) = arctanz, sa giller att f(z) < g(z) for alla z,
men f'(z) > 0=g'(z) for alla z.

Svar: Falskt.

(d) Funktionen ir definierad for alla z och har derivatan f/(x) = 322In(1 + 22) +
2*/(1 + 22, som alltid &r positiv. Darfor #r f stringt viixande och dérfor inver-
terbar.

Svar: Sant.

(e) Om vi siitter z; = 0 och 2o = 1, sa giiller |21 — 22| = |21 + 22|, men |z1| # |22], sd
pastaendet stdmmer inte.
Svar: Falskt.

(f) Max/min-satsen séger att en funktionen som &r kontinuerlig pa ett slutet begrinst
intervall (vilket [0,1] &r) antar ett storsta och ett minsta véirde pa intevallet.
Pastaendet stammer alltsa.

Svar: Sant.



