1.

Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV121), 2013-10-26

(a)

For att bada logaritmerna ska vara definierade maste vi ha x > 0. Rakneregler ger
omskrivningen log, (z%/(x +4)) = 1/2, som efter exponentiering blir 22 /(x +4) =
412, Detta ger ekvationen 0 = z2 — 22 — 8 = (z + 2)(z — 4) med l6sningarna

x = —2 och x = 4. Bara den sista &r aktuell med tanke pa att vi ocksa ska ha
x> 0.
Svar: (Enbart) x = 4.
Vi har
1 1 B 1 1 o x=241 1
x—1+a:2—31:+2 or—1 + (z—1(z-2) (z—1)(x-2) z-2

som gar mot —1 nér x — 1.

Svar: —1.

Vi skriver olikheten som

0 < 1- 6 +g:x(x—|—1)—6m—|—2x+2:(x—l)(x—?)
xr+1 =z z(z+1) x(x+1)

Vi har teckenvéxlingar i —1 och 0 (dér uttrycket inte #r definierat) samt i 1 och
2. Teckenstudium ger dérfor att olikheten giiller nér x < —1, nir 0 < z < 1 samt
nir 2 < z.

Svar: Niar z < —1, ndr 0 < z < 1 samt nér 2 < z.

Systemets utokade koefficientmatris reduceras:

1 -2 1 1 -2 1
(122
Om det ska finnas odndligt mang l6sningar kan a + 4 inte vara skiljt fran noll, for
da ar forsta och andra kolonnerna pivotkolonner. Alltsa maste a = —4. Samtidigt
kan da inte b — 2 vara skiljt fran noll, for da saknar andra ekvationen 16sning.
Alltsa maste b = 2. For dessa virde pa a och b dr ekvationssystemet ekvivalent
med den enda ekvationen x — 2y = 1, som &r ekvationen for en linje i planet.
Systemet har alltsa da oddligt manga losningar.

Svar: a = —4, b= 2.

Med f(z) = 1/x har vi att f'(z) = —1/22, si tangenten i punkten (a,1/a) har
darfor riktningskoefficient —1/a?. Eftersom tangenten gar genom nimnda punkt
har den ekvationen y = —(z — a)/a® + 1/a. Fér att den ska g genom punkten
(0,3) kriivs att 3 =1/a + 1/a, vilket ger a = 2/3. Tangentens ekvation &r dirfor
y=-9(x—2/3)/4+ 3/2.

Svar: y = —9z/4 4 3.

Derivering av ekvationen ger (tdnk pa y som funktion av x):
v+ 3ayy + day + 227 = 0.

Vi siéitter in att =1 och att y =1 och far 1 + 3y’ +4 4+ 2y’ =0, eller ' = —1,
som #r tangentens riktningskoefficient. Eftersom den gar genom punkten (1,1)
ger det att den har ekvationen y = —(z — 1)+ 1= —a + 2.

Svar: y = —x + 2.



— —
2. (a) En normal till planet ges (t.ex) av @ x v dir u =AB och v =AC om vi siitter
A=(1,-1,0), B=(-1,3,2) och C = (2,5,1). Detta ger
-2 1 -8
UXv = 4 | x 6 | = 4
2 1 —16

Vi viiljer normalen 72 som &r —1/4 ganger denna vektor och far att planet har
ekvationen 2x — y + 4z = d. Eftersom det gar genom A har vi 2+ 1 =d.

Svar: 2z —y + 4z = 3.

(b) Vi parametriserar linjen genom att uttrycka x, y och z med hjilp av ¢t utgaende

fran
=1y z-1
a4+l 2 1-a
Detta ger
z = 1+ (a+1)t
y = 2t
z = 1+(1—a)t
sa linjen har riktningsvektorn
a+1
w = 2
1-a

For att linjen ska vara parallell med planet krévs att w och n ar vinkelrdta, vilket
ger ekvationen 0 =v-7n=2(a+1) —2+4(1 —a), dvs 0 = —2a + 4 eller a = 2.
Svar: a = 2.
3. Funktionen f &r definierad for alla reella tal = sidana att 22 — 2 # 0. Det ger defini-
tionsmingden (—o0o0, —v/2) U (—v/2,v/2) U (v/2, 0).
Nir x — —v/2 , eller z — NN géller att 1/(z? — 2) — oco. Detta ger att f(z) — oo i
dessa fall.

Nir o — —v2 " eller 2 — V2~ géller att 1/(2? — 2) — —oo, s& f(z) — —oo under
dessa omsténdigheter.

Nér z — —oo, géller att f(x) — 0, och nér x — oo, géller att f(z)/r — co. Alltsa &r
y = 0 en asymptot i —oo men inte i co.

Det ger att vi har tva lodriita asymptoter = ++/2 och en viigriit y = 0 i —oo.

Derivering ger enligt kvotregeln

e (2% — 2 — 22)

T = e v

Detta ger att f’:s tecken bestims av 22 —22—2 = (r—1)2—3 = (z—1+/3)(z—1—/3).
Alltsa &r f striingt avtagande pa intervallen [1 — v/3,v/2) U (v/2,1 4+ v/3] och stringt
viixande pa (—oo, —v/2) U (—v2,1 — /3] U [1 + /3, 0).

Alltsa har f(z) ett lokalt maximum i 1 — V/3 och ett lokalt minimum i 1 + +/3. Vi har
F(1=v/3) =e'="V3/(2(1 —/3)), som ér negativt och f(1+v/3) = e TV3/(2(1+ v/2)),
som ar positivt.

Vi sammanfattar i en figur:



Svar: Funktionen har definitionsméngden (—oo, —v/2)U(—v/2,v/2)U(v/2, 00). Den har
asymptoterna x = /2 samt y = 0 i —oo. Den har ett lokalt maximum i z =1 — /3
och ett lokalt minimum i 1+ /3. Virdeméngden &r (—oo, e!=V3/(2(1—/3))]U (0, 0).

4. Funktionen f(z) = e*(2? —x + 1) dr definierad for alla reella tal och f(z) — 0, nir
x — —o0, samt f(z) — oo, nir x — co.
Vihar f'(x) = e®(22 —z+1+22—1) = e®z(x+1), vars tecken bestiims av z(z+1). Det
betyder att f(x) &r stréingt vixande pa intervallen (—oo, —1] och [0, 00) samt stringt
avtagande pa [—1,0.] Vi har f(—1) = e~ !-3 som &r storre &n f(0) = 1, eftersom e < 3.

Detta ger att l6sningar saknas om K < 0, for da ligger K inte i funktionens virdeméangd
som enligt ovan &r (0, 00).

Nér 0 < K < 1 och nér 3/e < K finns det exakt en 16sning.
Nir K =1 och K = 3/e finns det exakt tva olika 16sningar.
I 6vrigt finns det tre olika losnigar.

Svar: Ingen 16sning nir K < 0, precis en 16sning néir 0 < K < 1 och niir K > 3/e,
precis tva olika l6sningar nidr K = 1 och nir K = 3/e, precis tre olika 16sningar nér
1<K <3/e.

5. Vi tittar pa ett tvérsnitt genom konens topp och sfarens medelpunkt:



6.

1

Infor vinkeln ¢ som i figuren. Vi kan forutsitta att ¢ € [—n/2,7/2]. Cirkelskivan som
utgor konens bas har nu radien Rcost och hijden dr R + Rsint vilket ger formeln

RB
V(t) = 7T3 (1 +sint) cos® ¢
for volymen.
Vi har

RS
V() = 7TT(cosg’t —2(1 +sint) costsint) =

R3 R3
= % -cost(l —2sint — 3sint) = —% cost(sint + 1)(3sint — 1).

Pa intervallet [—m /2,7 /2] har vi teckenvixling i tg = arcsin(1/3) : nir —7/2 <t < tg
dr V' positiv, nér top < t < w/2 dr V' negativ. Det gor att V antar sitt storsta viirde i

to = arcsin(1/3). Eftersom cos(tg) = 1/1 — sin®(ty) = 2v/2/3 har vi
TR3

8 4
Vit)==="5-3=

327 R3
81

Svar: 32mR3/81.

(a) Om z = r(cost + isint), sa dr z = r(cost — isint) = r(cos(—t) + isin(—t)), sa
det stdmmer.
Svar: Sant.

(b) Avstandet mellan en punkt x,y, z) vilken som helst och planet ges av formeln

|22 — 2y + 2z — 3|/y/22 + (— —|—12 som for (1,—3,5) blir 10/3.
Svar: Falskt.

(¢) Om z( dr en kritisk punkt till f(x) géller att f'(x¢) = 0. Derivatan av g o f i
punten xq ges enligt kedjeregeln av ¢’ (f(x0)) f'(z0), som &r 0 eftersom f'(xg) = 0.
Alltsa ar xg en kritisk punkt till g o f.

Svar: Sant.

(d) Vihar f/(z) =e* (2?2 —x+2x—1) =e% (2?2 +2—1) och f"(x) = e* (x> + 2 — 1+
2z +1) = e"z(r+3), som &r negativ mellan —3 och 0. Alltsa &r f konkav (nedat)
dar.

Svar: Falskt.

() Med z = 1+ 2 +4(1 ++/2) har vi [z — 1 —i| = [v2 + V2| = 2, men |z| =
(1+v2)vV2 > 2.

Svar: Falskt.



(f) Enligt derivatans definition ér f'(0) grinsvirdet av (f(0+h) — £(0))/h nér h gar
mot 0. Med forutséttningarna &r kvoten f(h)/h. Att variabeln heter h och inte z
spelar ingen roll.

Svar: Sant.



