1. (a)

Lésningar till Inledande matemtik fér Z1, (TMV121), 14-01-18

Rékneregler for potenser ger

(u1/2)1/5(u71/5)2

1/10-2/5, —2/4—2/20 _ , —3/10—6/10 _ , —9/10
(u1/4)2(u2/5)1/4 u u =u =u :

Svar: u=9/10,

Kvadratkomplettering ger (z—1)2+ (y+5)2—26+23 = 0 eller (z—1)2+(y+5)? =
(v/3)2. Detta ger medelpunkten (1,—5) och radien /3.

Svar: Radien #r v/3 och medelpunkten har koordinaterna (1, —5).
Derivering enligt kvot- och produktreglerna ger

J(@) = (f(z) +2f'(2)) (1 + vz) — 2 f(2)/(2VZ)
(14 vz)?

Detta ger

(9-12)-3-36/4 -9-9

JW) = [F)=9,1(4) =3} = . -

Svar: —2.

Det giller att f~1(y) = x, om y = f(x), sd vi léser ut z ur denna ekvation:
y = (2 —3x)/(z + 4). Efter multiplikation med x + 4 blir det y(x +4) = 2 — 3z,
eller z(y +3) = 2 — 4y. Alltsa &r f~1(y) =z = (2 —4y)/(y + 3) och f~(z) =
(2 —4x)/(z + 3).
Svar: f~(z) = (2 —4x)/(z + 3).
Vinstra ledet i olikheten dr alltid > 0, sa samma sak maste gélla for = i hogra
ledet, som heller inte kan vara 0 pa grund av division med z i vénstra ledet. Vi
kan alltsa forutsiitta att > 0 och da spelar absolutbeloppet i véinstar ledet ingen
roll, sa vi ska 16sa 1 + 6/ < z under forutséttning att « > 0. Olikheten skrivs
0<xz—1-—6/x och vi har

6 a22—2-6 (z—3)(z+2)

0 < z—-1—-—= =
x x x

Taljaren har bara en teckenvixling ndr x > 0, sa de x > 0 for vilka olikheten
géller ar de for vilka = > 3.

Svar: z > 3.

Funktionens definitionsméngd &r intervallet [—5,1]. Derivering ger enligt kedje-
regeln

—2r—4
2y/(1—z)(x+5)

fl@) =

som bara har en teckenvixling i —2 i intervallet. Vi far att f(z) dr vixande pa
[—5,—2].
Svar: f(x) dr vixande pa intervallet [—5, —2].

Vi bestdmmmer en parametriserng av den givna linjen genom att 16sa ut z, y och
z med hjélp av t i ekvationerna
z—2 z+6

=7 — ,
2 ty="3

t =




Vi far

T 2 2
y | =1 -7 |+t 1
z —6 -3
Déarmed ar
2
1
-3

en riktningsvektor for linjen och en normal till planet, eftersom det &r vinkelrétt
mot linjen. Detta ger att planet har en ekvation av formen

2z 4+y—3z=d.
Eftersom planet gar geonom punkten (—2,0,3) ska vi ha —4 +0—9 = d, sa att
d=—13.
Svar: 2z +y — 32+ 13 =0.

Enligt (a) ges en parametrisering av linjen av o = 242t, y = —=7+t¢, 2 = —6—3t.
Vi bestammer ¢ sa att vi far en punkt i planet genom inséttning i planets ekvation:

22+ 2t)+ (—-7+1¢) —3(—6—3t) + 13 =10,
vilket ger 28 4+ 14t = 0, och t = —2. Detta ger att skdrningspunktens koordinater
dr(2—4,-7—-2,-6+6) =(—2,-9,0).
Svar: (—2,-9,0).
Grinsvérdet dr av typen 70/0”, sa vi provar med "'Hospitals regel. Derivering av
téljare och namnare for sig ger kvoten

—m cos(mx/2)/2

@ = 2In(z)/x

som fortfarande ger ett gransviirde av typen ”0/0” nir z — 1. Ytterligare deri-
vering enligt samma princip ger kvoten

0y = n2sin(rz/2)/4
> 7 2/22 —In(x)/2?’
. . 7T2/4 9 . .
som har gransvardet 0= 7 /8 nir x — 1. L’Hospitals regel ger att () har

samma gransvérde liksom den ursprungliga kvoten.
Svar: 7m2/8.

Gréansvérdet dr av typen oo — o0”. Vi bryter ut det som dominerar i varje term
och far (z = Va2 eftersom z kan forutsittas positivt)

V1422 —zarctanz = xz(y/1/x2+1— arctanx)

Hér géller att den andra faktorn — 1 — 7/2 < 0 néir x — 0o, medan den forsta
— 00. Detta ger att det sokta grénsvérdet dr —oo.

Svar: —oo.



4.

6.

Funktionen f(x) = ez /A + 1/2? dr definierad for alla reella tal utom 0. Vi ser att
funktionen #r udda: f(—x) = —f(x), sa vi bérjar med att bestimma virde méngden

nir > 0. D4 har vi (eftersom 2 = Vz?) att f(z) = =% v/1 + 422. Det betyder att
f(xz) = 1, néir x — 0T och att f(x) — 0 nér z — oo.

Derivering enligt produkt- och kedjeregeln ger

4x e
() = e (-2 1+ 4x2 + = (—2x(1 + 42?) + 4z) =
@) ( ) = - (“2a(l +da%) £ da)
_‘,];2 _];2
= X op(1-da?) = 22(1 — 22)(1 + 2z)

Viti? Vitiz2

som dr positivt for 0 < x < 1/2 och negativt nér z > 1/2. Det betyder att f(z) &r
stringt vixande nér 0 < & < 1/2 och stringt avtagande nér x > 1/2. Vi far (med tanke
pa gransvirdena ovan) att virdeméngden dr intervallet (0, f(1/2)), nér vi inskrénker
f till intervallet (0,00). Vi har f(1/2) = v/2/e!/%.

Foér negativa virden pa x géller att f(x) = —f(—=z), vilket ger att f inskrdnkt till
intervallet (—o0,0) har virdeméngden (—f(1/2),0).

Svar: Virdemiingden #r (—v/2/e'/4,0) U (0,v/2/e'/%).

Om vi sétter A:s forsta koordinat till z, sa blir den andra y = /1 — (2/2)2, dvs
— —
A = (x,/1—(2/2)?). Hir géller att 0 < z < 2. De tva vektorerna BC och BA

spanner tillsammans en parallellogram vars halva area &r arean av triangeln med hérn
i A, B och C. Parallellogrammens area dr absolutbeloppet av determinanten med de
tva vektroernas koordinater som kolonner. Vi sitter

flz) = _f W—j{ =2/1— (2/22—2+4az=a+ 4222

Vi ska bestdmma 0 < = < 2, sa att | f(x)|/2 &r storst mojligt. Vi bestdmmer dérfor f:s
storsta och minsta virde pa intervallet [0, 2]. Derivering ger

@) = 1- T :m—$: 4— g2 —2? _
Vi — a2 V4 — 22 VA —22(V4— 22 + )
2(vV2 —z)(V2 + )
Vi —22(V4— 22 4 1)
Hér dr ndmnaren alltid positiv for z 1 intervallet (0,2), medan téljaren har en tecken-
vixling i /2. Det ger att f’(x) #r positiv i intervallet (0,v/2) och negativ i intervallet
(v/2,2). Vi har f(0) = f(2) = 0, sa f:s minsta viirde &r 0, medan det storsta #r
(V3 =2(v2 - 1).
Det storsta viirde som | f(x)|/2 har nir z ligger i [0,2] &r darfor v/2 — 1.
Svar: v2 — 1.

(a) Vihar

flx) = arctanx—i—m

och
1 1422 — 222 2
" _ —
@ = oot —aror ~areane

som &r positiv for alla z. Déarfor dr f(x) konvex pa intevallet som &r hela tallinjen.
Svar: Sant.




(b)

Vi har
) —sinz(1 +asinz) — acos’x —sinr —a
x) = =
(14 asinx)? (14 asinz)?
Vi ska ha att detta &r 0 nir x = —x/6. dvs 0 = —sin(—n/6) — a, vilket ger
a=1/2.

Svar: Sant.

Den enda mojliga lodréta asympoten &r linjen z = 1. Vi undersoker f:s gransvérde
nir x — 1. Detta ger ett grinsvirde av typen ”0/0”, sa vi provar med "'Hospitals
regel. Deriveiring av téljare och ndmnare for sig ger kvoten

2(x —1) 1
Ql T 1\2 L1 -
(x—1)2+1 1
som har grinsvirdet 0, nir x — 1. L’Hospitals regel ger att dven f(z) har grins-
vérdet 0, ndr  — 1. Det betyder att f saknar lodrédt asymptot.

Svar: Sant.

Om f har en asymptot i oo betyder det att f:s viirden nérmar sig ett speciellt tal
nér z blir stort, men det siger inget om hur snabbt f varierar 6ver sma intervall
langt till hoger pa tallinjen. Man misstinker att det inte stimmer. For att fa
ett exempel soker vi en funktion som — 0, ndr z — oo, men svénger snabbt. Vi
provar med sin(x?)/z som har grinsvirdet 0 nir x — oo och

p 222 cos 2% — sin x2 , sina?
fi(z) = =2cosz” —
x2 x?

som saknar gransvéirde nir r — oo.

Svar: Falskt.

Ekvationen &r ekvivalent med 23 + 322 + 3z + 1 = 8, eller (z + 1)3 = 8. Tar vi
absolutbelopp av bada sidor far vi |z + 1|3 = 8, eller |z + 1| = 2.

Svar: Sant.

Eftersom u och v &r vikelrdta har u x v lingden |u||v|. Vektorn v x (u x v) har
pa samma vis lingden |v||u||v|. Vektorn (|v|?|u|)u har diremot lingden |v|?|ul|?,
sa pastaendet kan inte gélla generellt.

Svar: Falskt.



