Losningar till Inledande matemtik for Z1/AT1/TD1, TMV122/125/177, 15-10-29

1. (a) Vihar att |2 — 3z| = |3z — 2| och far att olikheten géller nér —1 < 3z — 2 < 1,
som blir 1/3 <z < 1.
Svar: Losningsméngden &r intervallet (1/3,1).

(b) Faktorisering ger p(z) = 2% — 422 — 41z — 36 = (v +4)(2> — 82 — 9) =
(x+4)(z+1)(z—9), som har nollstéllena x = —4, —1, och 9. Teckenstudium ger
att p(x) > 0 precis nér x ligger i méngden (—4, —1) U (9, c0).

Svar: Precis nér z ligger i méngden (—4, —1) U (9, o0).

(c) Systemets utokade koefficientmatris &r
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Vi gor radoperationer for att na trappstegsform. Oversta raden multipliceras med
—2 och —1 och laggs till andra respektive raderna. Detta resulterar i

1 2 a 1
0 a—4 3—3a -2
0 a—2 9—a 2

For att det ska finnas o#ndligt manga losningar maste nedersta raden vara en
multipel av den andra raden. Den multipel det maste vara fraga om &ar —1, vilket
vi ser genom att inspektera fjirde kolonnen. Detta ger att vi ska ha —(a—4) = a—2
och samtidigt —(3 — 3a) =9 — a, som blir 6 = 2a och 4a = 12. Detta ger att det
finns odndligt manga lésningar precis néir a = 3.

Svar: Néar a = 3.

(d) Derivering enligt kvotregeln ger, med hjilp av trigonometriska ettan att

cos z(sinx + cos x) — sin z(cos x — sin )

fl@) = =

(cosz + sin x)?

cos? x + sin? 1 1

cos2x +2coswsina +sinx 14+ 2cosxsinz  1+sin2z’
I sista likheten har anvénts att sin 2x = 2 cos x sin x.
Svar: f/(xz) =1/(1 + sin2x).
(e) i. Grinsvirdet saknas, eftersom uttrycket bara #r definierat for « > 0.
ii. Omskrivning ger

In(3 + 22) 1 9
_— - = —2-ln(3+x)

xrsinx T %

dir de tva sista faktorerna gar mot In 3 > 0, respektive 1/1, néir  — 0. Vi har
utnyttjat standardgriinsviirdet sinx/z — 1, nir o — 0. Eftersom 1/2? — oo,
nir x — 0, géller dirfor samma sak for hela uttrycket.

iii. Rékneregler ger

322 +1
ln( = ):111(3—!—1/332)—>1n37
nar r — oo.

Svar: i. Gransvirde saknas, ii. oo, iii. In 3.



(f) Lit Q = (f(x) = (2))/(x — 2), vars grinsviirde nir x — 2 tr ['(2).
Nir o < 2 géller

2?2 -3z +2— (4a +b)

@ = xr — 2

For att detta ska ha ett grinsvirde nir z — 2, maste tiljaren vara 0, nir x = 2,
eftersom namnaren da #r 0. Det ger vilkoret 4a + b = 0, som insatt ger

2% — 3z +2 _ (x—2)(x—1)

@ = r—2 r—2

=z—-1—=1,

nir x — 2.
Nér z > 2 géller
a(z?—4)  a(zr —2)(x+2)

f— = = 4
Q o > a(x + 2) = 4a,

nér © — 2. De tva ensidiga griansvirdena 1 och 4a ska sammanfalla f6r att f/(2)
ska finnas. Detta ger a = 1/4 och, eftersom 4a + b =0, att b = —1.

Svar: a = 1/4 och b= —1.

2. (a) Vi bestdmmmer en riktningsvektor for linjen (som samtidigt dr en normal till
planet, eftersom det &r vinkelr#itt mot linjen), genom att sétta de tre kvantiteterna
som ska vara lika till ¢. Detta ger (z,y,2) = (1,2,3) + t(2,3,4). Av detta foljer
att (2,3,4) dr koordinater fér en normalvektor till planet, som dirmed har en
ekvation av formen 2z 4 3y + 4z = d.

Eftersom planet ska ga genom (3,2,1), far vi2-3+3-2+4-1 =d, eller d = 16.
Svar: 2z + 3y + 4z = 16.

(b) Vi har (fran a)) att P = (1,2, 3) dr en punkt pa linjen och att v = (2,3,4) &r en
riktningsvektor for den. Vi later w vara vektorn fran P till Q = (3,2, 1). Den har
koordinater w = (2,0, —2). Tillsammans spénner v och w ut en parallellogram

vars area kan beriiknas som |v x w| = |(—6,12,—6)| = 64/6, men ocksd som
hlv| = h"/29, dér h &r avstandet mellan linjen och Q.

Detta ger h = 6+/6/29.
Svar: 61/6/29.

3. Funktionen f(z) = 2% — 3z + arctan z, ir definierad for alla . Vi har att f(z) — oo,
nér x — £oo. Detta gor att vi kan vara sédkra pa att funktionen har ett minsta virde
i en punkt som maste vara nollstélle till f/(z).

Derivering ger

2 203 =322 + 22 -1 (2—1)(222 —z +1)
/ = 20 — = =
Fz) v 3+1+x2 1+ 22 1+ a2

Eftersom 2(x? —x/2+1/2) = 2((x — 1/4)2+7/16), #r = 1 enda nollstillet till f/(x).
Minsta vérdet dr darfor f(1) =1-3+2-7/4=m/2 — 2.

Svar: 7/2 — 2.

4. Funktionen f(z) = e~ /(2x — 3) &r definierad for alla reella tal utom 3,2.

Vi har att f(x) — —oo, niir z — 2/37, och f(x) — oo, nér z — 2/3*". Dérfor ér linjen
x = 3/2 en lodrit asymptot.

Vidare giller att f(z) — 0, niir x — £o00, sd y = 0 ér en horisontell asymptot.



6.

Derivering ger

e"”2(72x)(2x -3)— e .2 e

) = (2r 32 ek (=2)(z — 1)(22 — 1).

Detta ger att f'(z) < 0 pa (—o0,1/2) U (1,3/2) U (3/2,00) och f'(z) > 0 pa (1/2,1).
Vi ser att f har ett lokalt minimum i 1/2 och ett lokalt maximum i 1.

Vi har f(1/2) = —1/(2¢'/*) och f(1) = —1/e*. Vi sammanfattar i en figur:

Svar: Definitionsméngden éir (—oo, 3/2)U(3/2, 00) och virdeméngden (—oo, 0)U(0, 00).
Grafen har den lodréta asymptoten @ = 3/2 och den horisontella y = 0. Funktionen &r
striangt vixande pa [1/2, 1] och strangt avtagande pa (—oo,1/2] U [1,3/2) U (3/2, 00).
Funktionen har ett lokalt minimum i 1/2 och lokalt maximum i 1, men saknar sa vél
storsta som minsta vérde.

En linje genom (3,2) har en ekvation av formen y = k(z — 3) + 2 och skér axlarna i
punkterna ((3k — 2)/k,0) och (0,2 — 3k). Triangeln med hoérn i dessa och origo har
arean som #r hilften av f(k) = —(3k — 2)?/k. Vi bestimmer k € (—o00,0), sa att f(k)
ar minimalt.

Vi har

P = 72-3~(3k—2}¥c—(3k—2)2 :7(%72)31@]:2’

som #r < 0 nér k € (—oo0,—2/3) och > 0, néir k € (—2/3,0). Av detta foljer att f har
ett minsta virde ndr k = —2/3. Den sokta linjen &r dérfor y = —22/3 4 4.

Svar: y = —2z/3 + 4.

(a) Funktionen f(z) = |x| dr kontinuerlig pa (—1,1), men inte deriverbar i 0.
Svar: Falskt.

(b) Funktionen f(z) = x har egenskapen att f(x) — oo, niir + — oo, men f'(x) =1,
for alla z.
Svar: Falskt.
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Det giller att tanv = 5 och att v € (0,7/2). Detta ger (sinv/cosv)? = 25, eller
sin? v = 25 cos? v = 25(1 — sin? v). Av detta foljer sin® v = 25/26. Eftersom v ér i
forsta kvadranten foljer det att sinv =5/ V/26.

Svar: Sant.

Det giller att 1 —iv/3 = 2(1/2 — iv/32) = 2e7"/3. Detta ger (1 —iv/3)° =
20e712™ = 64,

Svar: Falskt.

Triangeln med hérn i origo, (1,1,0) och (0,1,1) har arean A = |v X w|/2, dér
v =1(1,1,0) och w = (0,1,1). Det giller att v x w = (1,—1,1) som har lingden
V3. Detta ger att 24 = \/g, som inte &r ett heltal.

Svar: Falskt.

Medelvérdessatsen ger ett ¢ € (1,2), sa att (f(2) — f(1))/(2-1) = f(2) - f(1) =
f'(c). Vihar att f(2) — f(1)=24—-15=09.

Svar: Sant.



