Losningar till Inledande matemtik for Z1/AT1/TD1, TMV122/125/177, 16-01-05

1. (a) Vihar
65'152'163 _ 35.25.32.52_(24)3_25+12.37.52_ 23 _E
104.94.322 24.54.(32)4.(25)2  24+10.38.54  3.52 75

Svar: 8/75.

(b) Vi har v/3 — i = 2(—/3/2 — i/2) = 2(cos(77/6) + isin(77/6)) = 27™/6. Ekva-
tionen blir 28 = 256e!77/6 = 28¢177/6 som har 16sningen z = 2¢*77/48,
Svar: T.ex. 2¢'77/48,
N
(c) Visitter A=(1,1,1), B=(2,3,4) och C = (4,3,2). De tva vektorerna AB och
—
AC spéanner en parallellogram vars area #r dubbelt sa stor som triangelns. Arean

— —
av parallellogramen ges av | AB x AC'|. Vi har

N 5 1 3 4 1
AB x AC = 2 X 2 = -8 =4 -2
3 1 4 1

— —
Detta ger | AB x AC | =4y/1+4+1 = 46.

Svar: 21/6.
(d) Vi har
23— 202 4 2 r(@?—1)—22% - 1)+ x
= = —p 94—
/(@) 2 —1 2 —1 TUAtE

som ger att f(x) — (z — 2) — 0, néir z — Foo. Alltsa dr y = = — 2 en asymptot
till f(x) i sa vil oo som —oo.
Svar: y =z — 2.

(e) Vi skriver nedersta raden éverst. Da blir systemets utokade koefficientmatris

1 2 3 4 11
2 4 4 5 -1
2 4 5 6 8

Oversta raden multipliceras med —2 och liggs till andra och tredje raderna. Detta
resulterar i

1 2 3 4 11
00 -2 -3 -23
00 -1 -2 -14

Vi dndrar tecken pa nedersta raden och skriver resultatet pa rad tva:

1 2 3 4 11
0 0 1 2 14
00 -2 -3 -23

Vi multiplicerar andra raden med 2 och ldgger till den nedersta och for:

1 2 3 4 11
0 01 2 14
0001 5



Nedersta raden ger x4 = 5, som i andra raden ger x3 = 4. Variabeln x5 &r fri sa
vi sétter o = t. Forsta raden ger nu xy = —21 — 2¢.

Svar: Niar z1 = —21 — 2t, 9 = t, x3 = 4 och x4 = 5, dér ¢ ar ett godtyckligt
reellt tal.

Vi har

, B 1 1 (-1 —(x—2)2 20 —3
A A Py i | R P P

Vi har tecken viixling endast i = 3/2. Uttrycket &r inte definierat nir 2 = 1 och
nir r = 2.
Svar: Nar z ligger i (3/2, 2) U (2, o0).

Vi bestdmmmer en riktningsvektor for linjen i planet genom att 16sa ut z, y och

2z 1
_y+2_z—1

2 2
Vifarz = 1—¢, y = —24+2t och z = 142t som ger riktningsvektorn 7 = (-1, 2, 2).
Vi ldgger samtidigt mérke till att @ = (1, —2,1) &r en punkt pa linjen och alltsa
dven en punkt i planet P.

t=1—=x

Fran parameterframstéllningen av den andra linjen ser vi att den har riktnings-
vektorn @ = (1,2, 1) och att R = (2,—1,3) dr en punkt pa den linjen.

Fran detta far vi att ¥ och @ &r vektorer parallella med planet. Det betyder att
U X @ &r en mojlig normal till planet P.

Vi har
-1 1 -2
UTXW = 2 X 2 = 3
2 1 —4

Dirmed #r @ = (2,—3,4) en normal till planet som dérfér har en ekvation av
formen 2z — 3y + 4z = d. Insiittning av Q = (1,—2,1) ger 2+ 6 +4 = d.

Svar: 2z — 3y + 4z = 12.

Avstandet mellan de tva linjerna dr samma som avstandet mellan planet P och en
godtycklig punkt pa den andra linjen. En sddan punkt &r R = (2, —1, 3). Formel
for avstand mellan punkt och plan ger nu att det &r

2-2-3(-1)+4-3-12| 7

VA+9+16 V29
Svar: 7/1/29.
3. Vi har
Fllz) = e *(—1022 + 242 — 122 + 10z — 12) = —e~* (102® — 242 + 2z + 12) =

2

—e™ (2 — 1)(102% — 142 — 12) = —e~* (z — 1)(z — 2)(10z + 6)

Detta ger att f(z) &r vixande pa (—oo, —3/5]U[1, 2] och avtagande pa [-3/5, 1]U[2, 00).
Eftersom f(x) — 0, nir x — too, ger detta att f(x) har ett stérsta virde som &r
f(=3/5) eller f(2) och ett minsta som #r f(1) = —e~!, som ju #r negativt. Fér att
avgora vilket av de tva talen som &r storst tittar vi pa

f(2) o 2¢—4

_ 1 —9/25 1
f(=3/5) Se _ 691/25?5 > 1.



Eftersom f(2) > 0 ger detta att f(—3/5) > f(2). Satsen om mellanliggande virden
ger att virdeméngden till f(z) ar intervallet [f(1), f(—3/5)].

Svar: [—e~!, 15e79/2%]

. Funktionen f(z) = xe'/® #r definierad for alla reella tal utom 0.

Vi har f(z) = e'/t, om vi siitter ¢ = 1/x. Nidr x — 0~ géller att f — —oc och nér
xz — ot att t — oco. Eftertsom €'/t — 0, néir t — —oo och €'/t — oo néir t — oo har vi

lim f(z)=0

z—0~

lim f(z) = oo,

z—0t

vilket ger att x = 0 &r en lodrét asymptot.

Vi soker sneda och har f(z)/z =e' — 1 =k, néir t — 0, dvs nér z — +oo. Vidare &r
f(x) — kx = z(e’/® — 1) = (! — 1)/t, som &r ett griansvirde av typ ”0/0” nir ¢ — 0.
Vi har D(et —1)/D(t) = ¢! — 1 = m, niir x — +00, sd  + 1 &r en sned asymptot till
f(z) i £oo.

Derivering ger

fla) = 61/.@(1_l) RVt 3

T x
Detta ger att f'(z) < 0 pa (0,1) och f'(z) > 0 pa (—00,0) U (1,00). Alltsa &ar f(z)
striangt vixande pa (—oo,0) U [1, 00] och stringt avtagande pa (0, 1].

Vi ser att f har ett lokalt minimum i 1 dér f(1) = e. Samtidigt saknar f(z) sa vél
storsta som minsta vérde.

Vi undersokrer konkavitet med hjélp av
—1 1 1 1
" _ 1/x _ 1/x
@) = (G- g) T m) =
Vi ser att f”(x) < 0, néir < 0 och att f’(x) > 0, nér = > 0. Detta ger att f(x) &r
konkav nedat pa (—oo,0) och konkav uppat pa (0, 00).

Vi sammanfattar i en figur:

104




6.

Svar: Definitionsméngden ér (—o0,0) U (0,00) och virdeméngden (—oo,0) U [e, 00).
Grafen har den lodriata asymptoten © = 0 och den sneda y = x + 1. Funktionen &r
stringt vixande pa (—oo,0) U [1,00) och stringt avtagande pa (0, 1]. Funktionen har
ett lokalt minimum i 1, men saknar sa vél lokalt maximum som storsta och minsta
véde. Den #r konkav nedat pa (—oo, 0) och konkav uppat pa (0, co).

En ekvation for normalen ges av y = —(1/f'(a))(x — a) + f(a), vilket ger att 0 =
—(1/f"(a))(b — a) + f(a), eller b = f'(a)f(a) + a. Detta ger att triageln har bas
b—a = f'(a)f(a) och hojden f(a). Arean ges dirfir av A(a) = f'(a)f(a)?/2.

Vi har A(z) = e %(1 —e7%)%/2 = (e® — 1)?/(2e3%). Vi stker eventuellt storsta viirde
av A(z), nir z > 0.

Derivering ger

@ - L. 2(e” —1)e —3(e” —1)%% 1 (e —1)e*(2e” —3(e” —1) _
2 bz 2 bz
(e* —1)(3 —¢€%)
2¢e3T

Av detta ser vi att A(z) &r stringt vixande pa (0,In3] och stringt avtagande pa
[In3,00). Vi har dérfor det storsta viirdet A(In3) = (3 —1)2/(2-33%) = 2/27.

Svar: 2/27.

(a) Funktionen f(z) = sinz pa (0, 27) (som &r dppet) har virdeméngden [—1, 1], som

inte dr Sppen.
Svar: Falskt.

(b) Vi har arctan(tan ) = arctan(0) = 0 # .
Svar: Falskt.

(¢) Om vi sétter g(z) = x — f(x), sa &r g(x) kontinuerlig pa [a,b], g(a) < 0 och
g(b) > 0. Enligt satsen om mellanliggande virden finns ett ¢ i (a,b), sa att
0= g(c) = ¢ — f(e), dvs f(e) = c.

Svar: Sant.

(d) Formeln for dubbla vinkeln tillsammans med trigonometeriska ettan ger

1 — cos2x 1—cos?z +sin’z 2sin? x

2
—_— = = = tan” .
1+ cos2x 1+cos?2z —sin?x  2cos?x

Svar: Sant.

(e) Vi vet att (f(z) — f(0))/x har ett gransvirde f/(0), ndr x — 0. Vi har f(z) =
z(f(x) — f(0))/z + £(0), som gar mot 0 - f'(0) + f(0) = f(0), nér z — 0.

Svar: Sant.

(f) Tangenten till grafen i (a, f(a)) har ekvationen y = f'(a)(x — a) + f(a), som
gar genom origo percis nir 0 = f(a) — af’(a). Vi ska alltsa undersoka antalet
16sningar till 0 = (23 — 222 — 42 +20) — 2(322 — 4z — 4) = —22% + 222 + 20 = g(z).
Losningar finns eftersom g(z) — oo, nédr £ — —oo och g(z) — —oo, nir  — co.
Derivering ger ¢'(z) = —6x2 + 4x = 2x(2 — 3x), vilket ger att g(z) #r striingt
avtagande pa (—oo, 0] U [2/3, 00] och stringt vixande pa [0,2/3]. Vi har g(0) =
20 > 0. Detta ger att g(x) saknar nollstille pa (—oo,2/3] och att den har precis
ett nollstélle i [2/3, c0).

Svar: Sant.



