Losningar till Inledande matemtik for Z1/AT1/TD1, TMV122/125/177, 16-08-24

1. (a) Viskaha —1 <2z —3 <1, vilket ger 2 <2z <4 och 1<z <2.
Svar: 1 <z < 2.

(b) Faktorisering enligt faktorsatsen ger p(x) = (z + 1)(z? — 10z + 21). Kvadrat-
komplettering ger p(x) = (z + 1)((z — 5)? —4) = (x + 1)(z — 7)(z — 3), som
har teckenvéxlingar i —1, 2 och 7. Teckenstudium ger att p(z) < 0 nir x ligger i
(=00, —1)U (3, 7).

Svar: (—oo, —1)U (3, 7).

(¢) Linjen y = 2z — 3 &r asypmtot i o0, eftersom f(z) — (22 —3) — 0, nér z — +o0.
Vi har dven att f(z) — —oo, nir x — 3, sa x = 3 dr en lodrit asymptot.

Svar: y = 2z — 3 och =z = 3.

(d) Med v = arcsin(—5/7) har vi att v € [—7/2,0] och att sinv = —5/7. Detta ger
cosv = ++/1 — (=5/7)2 = +£21/6/7. Eftersom vinkeln &r i fjirde kvadranten r
det plustecknet som géller.

Svar: 2\/6/7.

(e) i. Vibryter ut det som dominerar i téiljare och nimnare nir x — oo och far

o\ 10
o 1+ ()
S, . Y/ 1
e = +3 (1)
Nir 2 — oo gar forsta faktorn mot 0 och den andra mot (140)/(0+3) = 1/3.
Detta ger att gransvérdet ar 0.
Svar: 0.
ii. Grénsviirdet dr av typ 0/0. Vi siitter Q = sin(x — 1)/ tan(a? — 1). Derivering
av tiljare och namnare for sig ger Q1 = cos(x — 1)/((1 + tan?(z? — 1)) - 21),
som har grinsvirdet cos0/((1 + tan?(0)) - 2) = 1/2, nér = — 1.

Svar: 1/2.
iii. Vi har
3z2 +1
mB3a? —1) - 2lne = In (%) — (3 + 1/2%) - n(3+0), (2)
nar r — oo.
Svar: In 3.
(f) Implicit derivering ger
3 2,0, 3
TV any 4ty =0, 3)
x

som med x =y = —2 ger —6y' + 2+ 8+ 4y = 0, eller 2y = 10, sa ¢y’ = 5.
Eftersom tangenten gar genom (—2, —2) blir dess ekvation y = 5(x + 2) — 2.
Svar: y = 5z + 8.

2. (a) Planet har en normal som ges av

— — 0 -3 4
n = ABXxAC=| -2 | x 0 ]=1 -3
1 -2 —6

Detta ger att ekvationen &r 4z — 3y — 6z = D. Planet gar genom A vilket ger
8—3—-6=D,eller D=—1.
Svar: 4z — 3y — 6z = —1.



(b) Formel ger att avstandet dr

[4-64+2-3-6-4+1] 7

V16 +9 + 36 61°

Svar: 7v/61/61.

¢) Linjen parametriseras av (planets normal dr riktningsvektor och den gar genom
y g gar g

A):
r = 244t
y = 1-3t
z = 1—-6t

For D far vi ¢t = 1 i forsta ekvationen som ger punkten (6,—2,—5), som inte &r
D.

Svar: D ligger inte pa linjen.

3. (a) Vi har f'(x) = 725 + 322 som #r > 0 for alla z. Det ger att f(x) #r stringt
vixande och ddrmed inverterbar.
(b) Vihar f~1(f(z)) = z, for alla 2. Derivering ger (f~1)(f(x))- f'(z) = 1. Vi loser
5= f(z) = 2" + 323 + 1 och ser att x = 1 &r l6sningen. Detta ger (f~1)'(5) =
1/f(1) = 1/10.
Svar: (f~1)(5) = 1/10.

4. Namnaren ér 0 nir 0 = 22 —x — 2 = (x — 2)(z + 1). Detta ger att definitionsméngden
ar (—oo,—1) U (—1,2) U (2, 00).

Vi har att f(z) = 3(x — 1)?/((z — 2)(z + 1)) — o0, nir z — —1~ och nir z — 2%,
samt att f(x) — —oo, néir x — 2~ och nér x — —17. Det ger de lodréita asymptoterna
x=—1ochz=

Vi har att

2.
3z —9
= 3 _——
f(x) ,IQ — T — 2
vilket ger att f(z) — 3, niir  — +o0, sa y = 3 &r vagrit asymptot i £oo.

Derivering ger
322 —1—-2)— 3z —9)(2x — )

f(z) =~ 2(p _ 9)2

(x+1)%(x—2)

Teckenstudium visar att f'(x) > 0 pa (—oo, —1) U (—=1,1) U (5,00) och att f'(z) =0,
nir x = 1 och = 5. For ovriga z i definitionsméingden dr f’(z) < 0. Detta ger att
f(z) &r strédngt vixande pa (—oo, —1], pa (—1,1] och [5,00) med lokalt max i x = 0
och lokalt min i = 5. Vi har f(1) =0 och f(5) =3-16/(3-6) = 8/3.

Vi sammanfattar i en figur:




6.

N

Svar: Definitionsméngden &r (—oo, —1)U (—1,2) U (2,00) (—00,0) U (0,00) och virde-
méngden (—oo,0) U [8/3,00). Grafen har de lodriita asymptoterna z = —1 och = = 2
och den vagrita y = 3. Funktionen &r stringt viixande pa (—oo, —1) U (=1, 1] U[5, c0)
och stringt avtagande pa [1,2) U (2, 5]. Funktionen har ett lokalt maximum i 1, och
ett lokalt minimum i z = 5. Storsta och minsta véirde saknas.

Om R &r radien i den yttre konen och r den in den mindre ger likformighet att
r/(H —h) = R/H, eller r = R(H — h)/H. Den minder konen har déirfér volymen
f(h) = (wR?)/(3H?)-h(H —h)?, dér h € [0, H]. Vi har f(0) = f(H) = 0, s& maximum
antas i en stationédr punkt i det inre av intervallet.
Vi har f/(h) = (7R?)/(3H?)-((H —h)?>—2h(H —h)) = (rR?)/(3H?)-(H —h)(H — 3h).
Vi far att f har sitt maximum nédr H = 3h, dvs nidr h = H/3.
(a) Vihar att 2= 3/z ger att |2]? = 22 = 3, 54 |2| = V3 < 2.
Svar: Sant.
(b) Om en funktion #r deriverbar i 2 &r den ocksa kontinuerlig dér.
Svar: Sant.
(¢) Vihar att 4 > 7 och arccos(cos(4)) € [0, 7].
Svar: Falskt.
(d) Funktionen )
—=sinz nir x #0,
f(z):{ 0 ndr z=0.
ar kontinuerlig pa [0, 7] men har inget extremvérde i 0.
Svar: Falskt.

(e) Om f &r deriverbar i 0, sa dr den dven kontinuerlig dér. Det ger att lim, o f(z) =
f(0).

Svar: Sant.

(f) Tangenten till grafen i (a, f(a)) har ekvationen y = f'(a)(x — a) + f(a), som
gar genom origo percis nir 0 = f(a) — af’(a). Vi ska alltsa undersoka antalet
16sningar till 0 = (23 — 222 — 42 +20) — 2(322 — 4z — 4) = —22% + 222 + 20 = g(z).
Losningar finns eftersom g(z) — oo, nir £ — —oo och g(z) — —oo, nir x — oo.
Derivering ger ¢'(z) = —62% + 4z = 22(2 — 3x), vilket ger att g(x) #r striingt
avtagande pa (—oo,0] U [2/3,00] och stringt vixande pa [0,2/3]. Vi har ¢g(0) =
20 > 0. Detta ger att g(x) saknar nollstélle pa (—oo,2/3] och att den har precis
ett nollstélle i [2/3, 00).

Svar: Sant.



