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Losningar till tentan TMV121/TMV120 2014-08-27

In(lnz) =1 <= lhax=e <= x=¢€°.

Da tiljaren dr > +x + 1 = (x + %)2 + % ar positiv for alla reella x, sa beror kvotens tecken bara pa nimnaren.
Detta ger 16sningen x < —1.
(1= V30)°(1 4 )2 (Qe_i%)g(ﬂe’g)m 99o—9mighImi 92 u
= = = —/— = —41.
(21)13 213 . 4124 2134 i
Minsta virdet noll antas da cos x = nm, n heltal. Denna ekvation har 16sning bara om n = 0. Da &r 16sningarna
X = g +nmw, n € Z.

Den utokade koefficientmatrisen for systemet 6vergar genom radoperationer till trappstegsform:
2 a® 6 1 2 a+1
1 2 a+l1 0 a>—4 4-2a

Losning saknas om vi har ett pivotelement i hogerledet, vilket innebér att a®>—4=0,4-2a # 0. detta giller
baraoma = —2.

2_COSCIJ_ 1+COSCL’ . ) 1_ 1
\/ 2 \/ 2_ — konjugatforlingning = c2osar \/2 T \/1 s
x — cosT s
2 2

1 1 1
Den andra kvoten gar lugnt och stilla mot = =

V214 1+ 2\/§ 2v/6

Den forsta kvoten kan vi behandla med konjugatforldangning eller med 1’Hopitals regel:

2

2

u(x) =1—cosz, v(z) =2° = u'(z) =sinz, v'(x) =22

. l—cosx . sinx 1
lim — = lim = =
xz—0 x z—0 21 2
Hela uttrycket har ddrmed grinsvirdet 47\1/6'
L kan uttryckas i parameterform:
1—
t:x—l:%: 32 = r=14t y=22z=1-3t

Skérningspunkten ges av ekvationssystemet av linjens och planets ekvationer. Parametern ¢ for skdrningspunkten
kan vi fa genom att sétta in uttrycken for z, y, z i planets ekvation:

(1+¢)—2-2t—-2(1-3t) =5 = t=2

som ger skirningspunkten x = 1+2 =3, y=2-2=4, z =1 — 3-2 = —5, alltsa punkten (3,4, —5).

Ur ekvationerna for L fér vi en vektor lings L: v = (1, 2, —3)T. Den ligger i (dr parallell med) det sokta planet.
Om vart plan ska vara vinkelritt med planet P, sa ska normalvektorn u = (1, —2, —2)7 (ur planets ekvation)
ocksa ligga i vart nya plan. En normalvektor till planet maste vara vinkelrdt mot bade w och v, och kan dérfor
viljas som v x v = (10,1, 4)T. Vart plan har ddrmed en ekvation av typen 10x + y + 2z = D, inséttning av
en punkt i planet, t. ex. (1,0, 1) pa linjen L ger oss D = 14.

Planet dr 10x + y + 4z = 14.



3. Eftersom x° 4+ 8z + 18 = (x +4)%+2 > 0, s iir rotuttrycket definierat for alla reella x, och bara nimnaren inskréinker
definitionsmingden: D¢ = (—o0,0) U (0, 00).

f(z) = —oodadx — 07, och f(x) = +oodidz — 0. y-axeln x = 0 ir lodriit asymptot.

8 18 8 18
f(x),\/m2(1+5+72,|x‘ 1+z+xz%{—1 & z— -0

T T 1 dd z— +co

Hirav ser vi att y = —1 och y = 1 ir vagriita asymptoter.

Lokala extrempunkter? Derivera funktionen:

—2letd) /2?7 18z + 18

f’(:c) _ \/z2+48x+18 . —4x — 18
x? x2y/x? + 8x + 18
Derivatans enda nollstille &r z = — g, teckenviixlingen for f’ kring denna punkt ir +-0—, vilket betyder att vi har ett lo-
kalt maximumi x = —2 med f(z = —%) = — 1. Viirdemiingden &r nu ocksa bestdmd: V¢ = (—oo0, — 3] U (1, 00).
Vi kan nu rita grafen:
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4. Om fyren befinner sig i F', sa har vi en ritvinklig triangel 3
FPQ, ddr vinkeln vid P édrden rdta. FP = 3och PQ =1 F ) P
i enheten km. Om vi kallar avstandet fran P till en punkt pa T
stranden i riktning mot @ for x, sd dr det — |,=1 som ut-
(km)

trycker den sokta hastigheten hos ljuskédglan. Vinkeln mel-
lan ljusstralen och linjen F'P kallar vi for 6. Figuren visar
ligetda = = 1.

do
Den hastighet vi kénner, dr vinkelhastigheten hos ljuskéglan: i 87 radianer/minut (=4 varv/minut).

Enligt kedjeregeln giller % = % fz—z = 8, s& vi behover x som funktion av 6. I den ritvinkliga triangeln ser vi att
r =3tanb, sa
dx 1o 807

=3 51329 .87 = .81 =
dt (1 ¢ ) (1 (3) ) 3
=~ 1400 m/s.

. . 80 . . . -
Hastigheten i () dr ddrmed Tﬂ km/min. Riaknar man i SI-enheter far man istéllet



5. Lat A = (a,a?) vara den punkt i forsta kvadranten pa parabeln dir

den tangeras av cirkeln, och 1dt B = (0, b) vara cirkelns medelpunkt
(av symmetriskil beldgen pa y-axeln). Riktningskoefficienten for linjen B
genom dessa punkter ges dels av punkternas koordinater, dels av att den

dr normal till parabeln: 9 A= (a,a’)
k = b—a? 1 5 "
0—a = b==-+4a
1 1
{ k= —5=-2 2

Om C = (0,a?) sa ir triangeln ABC ritvinklig, sidlingderna ir AC' = a, BC = %, AB = 1, och Pythagoras sats
ger da

(a) Om u # 0 och u # 0, och om vinkeln mellan vektorerna ér «, sa har vi:

u-v = |ul||lv|cosa =0, och |u X v| = |ul|v|siha =0 = cosa =sina=0
men sadana « finns inte. Alltsé 4r nadgon av vektorerna nollvektorn. Sant.
(b) Med a = 1 skulle vihaln(1l +b) = Inl + Inb = Inb, vilket ér falskt for varje b da In-funktionen é&r stringt
vixande. Falskt.
(c) Med z = 7 har vi arcsin(sinz) = arcsin0 = 0 # z. Falskt.

(d) Vi undersdker f(x) = = — In(z + 1), nir z > —1. Vi har f(x) — oo, nir x — —17 och nir x — oo.
Derivering ger f'(z) =1 —1/(1 + z) = z/(1 + z), vilket ger att f(z) har ett minsta virde i z = 0 och det &r
f(0)=o. Sant.

(e) En kontinuerlig funktion pa ett slutet begrinsat intervall har en virdemingd som dr av samma typ. Falskt.
(f) Medelvirdessatsen ger ett c i intervallet (1,2) dir f'(c) = (f(2) — f(1))/(2—1) = (24 — 15)/1 = 9. Sant.

7. Se kursboken!



