(d)

Losningar till MVEO0O12 Inledande matematik fér I1 18-08-29

Vi har med faktorsatsen
0 > pla)y=a*—a2®-52>~2-6=(r+2)(2* 32> +2-3) =
= (x+2)((x —3)2%+ (x —3)) = (z 4+ 2)(z — 3)(«® + 1).

Hir &r sista faktorn alltid > 1, s& tecknet pa p(z) bestdms av de tva 6vriga, dér
det ar teckenvéxlingar i —2 respektive 3. Detta ger att olikheten loses av x nér
-2 <z <3

Svar: Nar —2 < x < 3.

Vi har ett homogent ekvationssystem, som vi l6ser genom att gora radoperationer
till trappstegsform for att bestimma pivotkolonner:

1 3 a 1 3 a 1 3 a 1 3 a
2 1 1 ~ 0 -5 1—2a ~ 0 2 2 ~ 0 2 2
-2 1 1 0 7 14+ 2a 0 7 1+2a 0 0 —6+2a

Detta ger att alla kolonner &r pivotkolonner nér a # 3, och da finns det precis
en 16sning. Nar x = 3 &r det bara tva pivotkolonner och da finns oéndligt manga
16sningar.

Svar: Nar a = 3.
Vi har f(r/4) = (1 + tan7/4)/cos /4 = 2/(1/v/2) = 24/2 och enligt kvotregeln
vid derivering att
1+ tan®z)cosz + (1 +tanz)sinz
flz) = ( ) ( ) 7

cos? x

som ger

Mzgl\/ﬁ.

fley = S

Detta ger att tangenten har ekvationen y = 4v/2(z — 7/4) + 2v/2.
Svar: y = 42z + \/5(2 — 7).

Derivering enligt kedjeregeln och kvotregeln ger

1 1 T+a
/ _ _ : =
@ = 1o 1+<:c+a)2 D(l—aa:)
1—azx
B 1 1 l—ar+a(zx+a)
1422 1+(:E+a)2 (1 — azx)?
1—azx
I 1+a? _ 1 1+a? _
o1+ 2?2 (1—ax)2+(x4a)? 1422 (1+a?)+(1+a2)2?
1 1

= 7—720
1+22 1422

Svar: 0.



()

(f)

i. Vi har efter forlangning med konjugerat uttryck

z+4)—x)/r 4\/x 4 4
vVe+4—+r)ve = ( = = — =
( Va)Ve Vi+d+yz  Ji+d+z A 1+1
T
nar x — oo.
Svar: 2.
2In(1 4+ t) — 2t + 2
Vi sétter t = /z och far att vi ska understka Q = n( + ])5 7 + , Dar
sint —
t — 0. Successiv derivering av tiiljare och nimnare fér sig ger
2
— =242t
0, = 1+t
cost—1
2
— 42
oz "
Qr = ————F
—sint
4
1+1¢)3
Qs = u%—& nir t — 0.
—cost

Eftersom Q, Q1, Q2 alla ger grinsvirden av typen "0/0” niir ¢ — 07, giller enligt
I’Hospitals regel att alla kvoter har samma grénsvérde 0.

Svar: —4.

Likheten cosz = (f(z) + g(z))(f(z) — g(z)) = f(2)? — g(z)?, ger med x = 0 att
1 = (v/2)% — g(0)?, dvs att g(0) = 1.

Derivering av bada sidor i likheten ger 2f(x)f'(z) — 2g9(z)¢’(x) = —sinz, som
med z = 0 ger 2v/2 — 2¢(0)g’(0) = 0, dvs att ¢’(0) = v/2/g(0) = +/2.

Svar: +v/2.
Skéarningslinjen mellan de tva planen bestar av 16sningarna till ekvationssystemet
Tr—3y—8z = 34
r—2y+2z = =3

Vi gor radoperationer till trappstegsform pa systemtets utokade koefficientmatris

for att 1osa det:
1 -2 2| -3 1 -2 2| -3 1 -2 2| -3
7T -3 -8 34 0 11 —-22| 55 0 1 -2 5
1 0 —-21|7
01 —-2|5 )’

vilket ger z =t, y =5+ 2t, x = 7+ 2¢. Vi loser ut ¢ ur detta och far

¢ r—7 y—>5
= = — = Z.
2 2

T
Svar: = =7
2

2,



(b) Enligt rikningar i a) géller att linjen har parameterframstéllningen

x 7 2
y | =15 |+t 2
z 0 1
Det ger att A = (7,5,0) #r en punkt pa linjen som har riktningsvektor o =
2
2 | . Satter vi B = (4,—1,0) har vi att parallellogrammen som spéns ut av
1

— —
AB och v har area | AB x|, men ocksa h|t|, dir h dr avstandet mellan B och
linjen.

—
Detta ger h = | AB x#|/|5|. Vi har

N 4 -7 1 2 2
B xv = —-1-5 XxXv=-3] 2 X 2 =-31 -1 ],
0-0 0 1 -2
som ger
h_|AB><U\ 3vVa+1+4
|9 Vit1l+4
Svar: 3.

3. Funktionen f(z) = e=*" /222 — 17 #r definierad precis nir 222 — 17 > 0, vilket ger att
definitionsméngden dr (—oo, —/17/2] U [4/17/2, o).
Funktionen &r jimn, sa virdeméngden &r samma som virdeméngden av f(x) néir = ar
> och ligger i definitionsméngden, dvs nér z € [/17/2, 00).
Vi ser ocksa att f(z) > 0 for alla z, med likhet precis nér z = £4/17/2. Det betyder
att 0 dr funktionens minsta vérde.

Vidare giller att

222 + 17\ 1/2
f(x):<627) — 0% =0,

niir z — oo, eftersom p(t)/e?* — 0, nér ¢t — 0o och p(t) &r ett polynom. Detta ger att
f(z) har ett storsta virde och att det intréffar dér derivatan &r 0.

Derivering enligt produkt- och kedjereglerna ger

2.2z e~ . g
() = eiﬁ(—Qm 222 — 17 + ): (=222 +17+1) =
@) 2v2x2 — 17 202 — 17 ( )
—2z2
72 —

Eftersom 3 > 1/17/2 har vi att f'(z) = 0, nér > 4/17/2 precis nér z = 3.

Eftersom f(3) = e~ /9/I8 — 17 = 1/€, éir detta storsta virdet pa intervallet [y/17/2, 00),
dér vi sen tidigare vet att minsta vérdet &r 0.

Detta ger nu att virdemiingden &r [0, 1/¢%].

Svar: [0,1/¢"].



4. Funktionen f(z) = e'/*" (3z 4+ 4/x) &r definierad fér alla z # 0, si definitionsméngden
dr (—oo, 0) U (0, 00).

Det géller att

1
@:361/f2+4el/””2~f—>3~eo+4-e°-0=3,
€T xr

nir x — £oo och att

2
el/x

flx)—3xz=4- +3x(el/‘”2—1).

Forsta termen i hogra ledet gar mot 0, ndr x — +oo. For andra termen sétter vi
t = 1/z och far att vi ska undersdka den nér ¢t — 0. Vi far, med derivering av téljare
och nédmnare for sig, att

3et’ — 1
@ = T
6tet”
621 = 1 — Oa

nir ¢ — 0. Eftersom @ ger ett grinsvirde av typen "0/0” néir ¢t — 0 giiller att dven
@ — 0, nir t — 0, enligt I’'Hospitals regel.

Tillsammans far vi nu att f(z) — 3z — 0, néir x — +o00. Det betyder att linjen y = 3z
4r en asymptot i +o0.

Nir z — 0% giller att

oo nir x—0t
—o0 nir x — 07

flz) = el/“2(3x+4/x)—>{

Detta ger att x = 0 &r en lodrat asymptot.

Derivering ger

1/ x>
/ _ 1/2? _3 é _i _ ¢ e a2 4.2 4y _
f(z) e ( o (x +3x) > —|—3) s (—8 — 62* —4z” + 327)
1/ x> 1/x> 1/x?
= 6x4 (32 — 1022 — 8) = ex4 (22— 4)(322 +2) = 6x4 Az —2)(z +2)(322 + 2).

Tecknet pa f'(z) bestdms dérfor av faktorerna (x £ 2).

Vi far att f/(x) dr positiv nir z € (—oo, —2) U (2, 00) och negativ nér = € (-2, 0) U
(0, 2).

Det ger att f(z) dr vixande pa (—oo, —2] U [2, 00) och avtagande pa [—2, 0) U (0, 2].

Av detta foljer att vi har ett lokalt maximum i z = —2, dér f(—2) = —8e'/* och ett
lokalt minimum i 2 = 2, diir f(2) = 8e!/%.

Vi sammanfattar i foljande figur
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Svar: Definitionsméngden &r (—oo, 0) U (0, o). Linjen y = 3z &r asymptot i +00 och
x = 0 &r en lodrédtasymptot. Funktionen har lokalt maximum i z = —2 och lokalt
minimum i 2. Den &r véxande pa (—oo, —2] U[2, oo] och avtagande pa [—2, 0) U (0, 2].
Virdemingden #r (—oo, —8e'/4] U [8e!/4, c0).

. Vi sétter tiden ¢ till noll nar bada befinner sig i origo. Lat v vara A:s fart. Vid tiden ¢
befinner sig d4 A i punkten a(t) = tv pa y-axeln och B i 3tw.

Vi later 6(t) beteckna vinkeln vid P i triangeln APB och ¢(t) den vid P i triangeln
OPA, dar O ar origo. Sétt p till avstandet mellan O och P.

Da galler

©-

—
~~

N
|

arctan(a(t)/p) = arctan(tv/p)

<
—~
~~
N2
+
e
—~
~
~—
|

= arctan(3tv/p)
vilket ger
0(t) = arctan(3tv/p) — arctan(tv/p).

Vi ska bestdmma storsta viirdet av 6 nér ¢ € [0, o). Eftersom 6(¢) alltid & > 0 och
0(0) = 0, samt 6(t) — 7/2 — /2 = 0, néir t — oo giiller att 0 har ett storsta virde pa
intervallet [0, co) och att det intrdffar nér 6'(t) = 0. For att forenkla sétter vi k = v/p.

Derivering ger

3k k
0'(t) = — -
(*) 14+9k2¢2 1+ Kk2¢2
1 1
= k- . 3(1+ k%2 — (1 4+ 9k%t%)) =
14 9k2¢2 1+k2t2(( + ) -1+ )>
1 1
= k . -2(1 — 3k2t?)

1 ok2Z 1+ k22

Detta ger att 0(t) = 0 precis nir t = 1/(kv/3) = p/(vV/3).
Vi har
0(p/(vV/3)) = arctan(v/3) — arctan(1/v/3) = 7/3 — /6 = 7 /6.

Svar: 7/6.



6.

(a)

1 0 0
Omvisiatteru=| 0 Jocho=| 1 | géllerattu-o =0ochaxv=| 0 |,

0 0 1
som inte ar nollvektorn. Alltsa stimmer inte pastaendet.

Svar: Det stammer inte.

Om vi siéitter f(x) = 22 och g(x) = 2z+1 géller att f/(0) = ¢'(0) och f/(0)/¢'(z) =
1 — 1, ndr z — 0, men f(z)/g(x) — 0, nir ¢t — 0.

Svar: Det stammer inte.

Normalen till grafen av f i punkten (a, f(a)) har ekvationen

y=—(1/f"(a))(x —a) + f(a). Nir f(z) = 2% ger det y = —(x — a)/(2a) + a*.
Fragan ér om det finns nat a sa att (4, 2) ligger pa denna linje. Det intréiffar precis
niir 2 = —(4 —a)/(2a) + a? eller niir 4a = —4+a + 2a®, dvs nér 0 = 2a® — 3a — 4.
Sitt g(a) = 2a3 — 3a+4. D& ir g kontinuerlig och definierad for alla reella tal. Vi
har g(0) = —4 < 0 och ¢g(2) = 6 > 0, sa enligt satens om mellanliggande virden
har g ett nollstélle mellan 0 och 2. Alltsa finns ett virde pa a sa att normalen i
punkten (a,a?) gar genom (4, 2).

Svar: Det stammer.



