Lésningar till MVEQ0O12 Inledande matematik for I 17-10-26

(a) Termer samlas i ena ledet och skrivs pa gemensamt brakstreck:

2 B 2 -z _ z(r—1)
0 = 2+x—x2_1_ (r-12-2) (z+1)(2—2)

Detta ger ett uttryck med teckenvixlingar i —1, 0, 1 och 2, men dér det &r ode-
finierat i —1 och 2. Detta ger att uttrycket &r > 0 nir —1 < x < 0 och nir
1<z <2
Svar: Nar —1 <2 <0ochnir 1l <z <2.

(b) Bada logarimerna &r definierade precis nér 0 < z, sa eventuell 16sning ska vara
positiv. Logarimtlagar och exponentiering ger att vi ska 1osa

x2 4+ 72
2 = logg (7:# )
92 _ 2?4+ 72
22
82 = 72

Detta ger x = +3, dér bara 3 &r positivt.
Svar: 3.

(c) Vi har att f~1(y) dr det viirde pa = som loser y = f(z) :

o 1+4x

vo= 142
yl+z) = 144z
wy—4) = l-y
_ 1—y
1 = = —

Detta ger f~1(z) = (1 —x)/(x — 4).
Svar: f~1(z) = (1 —2)/(z — 4).
(d) For att f(x) ska vara definerad ska vi ha 22 — 1 # 0, vilket ger att f(x) &r
definierad 6ver allt utom i 1.
Derivering ger

322(x? — 1) — 2z -2 2 =322 2%(x —V3)(z +V3)

fa@) = @o1r @S @i

Detta ger att f’ ér positiv pa intervallen (—oo, —v/3) och (v/3, 00), som bada ligger
i f:s definitionsméngd. Alltsa &r f stringt viixande pa intervallen (—oo, —v/3] och
[V/3,00).

Svar: Pa intervallen (—oo, —v/3] och [V/3, 00).

(e) i Omskrivning ger

tan 2z _ sin 2x _sin2x 2 1 2
x ~ xcos2x  2x  cosw 1’

néar x — 0.
Svar: 2.



ii. Vi har att Q = (arctanz — x)/(cosx — 1) ger ett grinsviirde av typ 70/07,
nédr x — 0. Derivering av téljare och ndmnare for sig ger kvoten
1
Q = mE_l_ o -1 .
! —sinx 1+22 sinz 1+4+2? sinz

T x

—0-1=0,

ndr z — 0. Lt'Hospitals regel ger att dven @ har detta gransvérde.
Svar 0.
(f) Implicit derivering ger 4y® - ¢/ + 622 = y + 2y’. Med * = —1 och y = 1 ger
detta 4y’ +6 = 1 —y’ och 3y’ = —1. Det betyder att tangenten genom (—1,1) har
riktningskoefficient —1. En ekvation for den ges déirfor avy = —(z+1)+1 = —z.

Svar: y = —x.

2. (a) Vi soker parameterframstillning av linjen, for att bestimma riktningvektor @ och
punkt A pa den, som bada ligger i planet.

r—1 y 1-2z

b= 5 2 3
T 1 5
y = 0 |+t 2 | =A+to
z 1 -3

Vi séitter B = (1,2,3) (den givna punkten i planet) och har da

. 0 5 ~10 1
ABxv = [ 2 x| 2 ]|=[ 10 |=-10f -1
2 -3 ~10 1

Detta ger att —1/10 av denna vektor #r en normal till planet, som dérfér har
ekvation x — y + z = d. Det gar genom punkten A vilket ger d = 2.

Svar: x —y+ 2z = 2.

(b) Enligt avstandsformel ger planets ekvation pa formen z —y + z — 2 = 0 att
avstandet mellan det och punkten (5,2, —3) &r

5—-2—-3-2| 2 2.
= = V3.
124 (—1)2+12 V3 3

Svar: 2\/5/3.

3. Funktionen &r definierad néir 2% — 1 > 0, vilket ger att Dy = (—oo, —1) U (1,00).
Vi har
1

flz) = o 1((:52 — D In(z? — 1) + 4z — 2)

Standardgrénsvirde ger att sista faktorn — 0 — 4 — 2 = —6 nér x — —1~, medan
forsta faktorn da — oco. Vi far att f(x) — —oo, nidr v — —17.

Nir z — 11 giller istéllet att andra faktorn ovan — 0 + 4 — 2 = 2, medan forsta da
— oo. Vi far att f(x) — oo, nir z — 1T,

Vi har alltsa de lodréita asymptoterna z = +1.
Nir x — oo, giiller att f(x) — oo. Vi har

fl@) ln(3102(171/332))Jr 4o — 2 :21n\x|+ln(171/a:2) 4o — 2

0+04+0=0
x x x(z? —1) x x x(xQ—l)% ot




nir z — =00, som ger riktningskoefficient 0 for eventuella asymptoter i +oo. Efer-
tersom f(z) — 0 - x saknar egentligt griansvirde nir x — oo, saknas asymptoter i
Fo00.

Vi har
, B 2z 4(2? —1) —2z(4e —2)  2w(a® — 1)+ (—4a® + 4w —4)
f (f) - 21 + (a:2 — 1)2 - (xQ _ 1)2 -
288 —da? 4204 2(x—2)(2®+1)
N (x2 —1)2 N (x2-1)2

Av detta foljer att f’ &r positiv nir x > 2 och negativ nir z < 2 och i definitions-
méngden. Vi far att f &r stingt avtagande pa intervallen (—oo, —1) och (1, 2], medan
den dr striangt vixande pa [2,00).

Enda lokala extrempunkten blir darfér 2 dér vi har ett lokalt minimum och f(2) =
2+ 1n 3, som &r positivt.

Resultaten ovan ger figuren

Vi avléser hér att virdeméngden &r Vy = (—00, 00).

Svar: Definitionsméngden &r (—oo, —1) U (1, 00). Asymptoter &r = = £1. Funktionen
ir strangt avtagande pa (—oo, —1) och pa (1,2] och stringt viixande pa [2,00). Den
har den lokala minpunkten 2 dér f(2) = 2 + In 3. Véirdeméngden dr (—oo, 00).

. Vi sitter f(z) =sinz + tanz — 2z och ska visa att 0 < f(z), nir 0 < z < 7/2.
Vi har

1 cos® x — 2 cos? 1 cosz — 1)(cos®?z —cosz — 1
fl(x) = cosaz+—F——-2= x 5 vl (cosz — 1)( 23@ sz—1)
cos? x cos? x cos? x

Forsta faktorn i tdljaren dr negativ nir 0 < z < 7/2, medan nédmnaren #r positiv. Vi
ska avgora tecknet pa den andra. Det #r samma som tecknet pa p(t) =12 —t — 1 =
(t — (1++5)/2)(t + (1 ++/5)/2), niir 0 < t < 1, vilket ir negativt eftersom t da
uppfyller —(1++/5)/2 <t < (1++/5)/2.

Totalt ger detta att f/(z) > 0 nir 0 < & < 7/2 och att f(x) #r stringt vixande pa
[0,7/2). Alltsa géller da f(0) < f(z) nir 0 < & < /2 och didrmed att 0 < f(z),
eftersom f(0) = 0.

. Tangenten i punkten (a, f(a)) har ekvation y = f'(a)(x — a) + f(a) som blir y =
—e *(xz —a) + e~ ® Den skiir z-axeln i z = a + 1 och y-axeln i e %(a + 1). Triangen
med horn i de tva skdrningspunkterna och origo har diirfor arean A(a) = e~ *(a+1)%/2.
Vi séitter g(x) = e~%(x + 1)? och soker storsta och minsta viirden till den nér 0 < z.



6.

Vi har

g@) = eQ2a+1) - (z+1))) = (z+1)(1-2)

Detta ger att g &r stringt viixande pa [0, 1] och stringt avtagande pa [1, 00). Didrmed
har g ett storsta virde i « = 1 som dr A(1) = g(1)/2 = 2/e. Alltsa ér triangelns storsta
mojlig area A(1) = 2/e. Vi har A(0) = 1/2 och att A(a) — 0 nir a — oo. Detta ger
att A saknar minsta vérde.

Svar: Storsta mojliga area dr 2/e. Arean kan bli godtyckligt liten.

(a)

Tangenten i (a,a® + a + 1) har ekvation y = (3a® + 1)(z — a) + a®> + a + 1. Den
ska g& genom origo vilket ger 0 = —2a3 + 1, som har en 16sning. Alltsa finns en
sadan tangent (nir a = 1/21/3))

Svar: Pastaendet &r sant.

For f(x) = e giller att den &r stringt avtagande och konkav uppat.

Svar: Pastaendet #r falskt.

Vi har att

f@)—flx) _ fla)—fla) 1

(x —a)d T—a (x —a)

2

Hir giller att forsta faktorn har griansvéirdet f’(a) # 0, medan den andra har
det oegentliga grinsvirdet oo, ndr x — a. Det ger att kvoten bara har oegentligt
gransvirde nir x — a. Detta stdmmer inte med foérutséttningen.

Svar: Pastaendet ar falskt.



