Lésningar till MVEQ012 Inledande matematik for I 17-12-20

1. (a) Kvadratkomplettering ger |(z — 2)? — 1| < 3, eller -3 < (z —2)?> — 1 < 3, dvs
—2 < (z —2)? < 4. Den forsta olikheten giller alltid, sa detta dr det samma som
(x —2)% < 4, eller z(x — 4) < 0, vilket géller nir 0 < x < 4.
Svar: For de z for vilka 0 < 2 < 4.

(b) Vi har att f(z) — 1, nir x — $00, s y = 1 4r en asymptot i £oo. Vi har ocksa
att f(z) = 22/((x — 1)(x + 3)), vilket ger att f(z) — oo, niir z — —3~ och
f(x) = oo, nér z — 17, vilket ger att © = —3 och « = 1 &r (lodrita) asymptoter.
Svar: y=1,x = -3 och x = 1.

(c) Kvot- och kedjereglerna ger ¢'(x) = (f(z)?+1—2xf(x)f (x))/(f(x)?+1)% Detta
ger /(1) =(1+1+2-5)/(1+1)*=3.

Svar: 3.

(d) Funktionen dr kontinuerlig pa det slutna begrinsade intervallet [0,2] och antar
darfor enligt max-min-satsen ett storsta och ett minsta vérdet. De intraffar néir
x dr nan av dndpunkterna eller en kritisk punkt. Vi har f/(z) = 62% + 62 — 12 =
6(2%+x—2) = 6(z—1)(x+2). Detta ger de kritiska punkterna z = 1 och z = —2.
Bara = 1 av dessa ligger i intervallet. Vi berdknar f(0) = 1, f(1) = —6, och
f2)=5.

Svar: Storsta virdet dr 5 och minsta dr —6.

(e) Med o = arcsin(—v/6/3) och 3 = arcsin(1/3) har vi att a och § dr vinklar

i intervallet [—m/2,7/2] (dér cosinus inte dr negativ), att sina = —+/6/3, och

cosa = /1 —(—+/6/3)2 = /3/3, samt sin3 = 1/3 och cos B = /1 — (1/3)2 =
V/8/3.

Additionsformeln ger

sin(a + ) cosasin 4 sinacos B = v/3/9 — 4v3/9 = —V/3/3.

Svar: —/3/3.

(f) Uttrycket &r av typen ”0/0” oavsett vad a &r, néir x — 0. Derivering av téljare
och ndmnare separat ger kvoten

a—2/(1+ 42?)
2cos2xr — 2

Q1 =

Hir har ndmnaren griansvirdet 0, ndr  — 0, s for att ett (egentligt) griansvérde
ska finnas maste &ven téljare ha detta gransvirde da. Det ger a = 2. Omskrivning
av 1 ger nu

422

@ = (cos2x — 1)(1 + 4z2)

Derivering av téljare och ndmnare for sig ger nu

8 2
i = -2

@2 = —2sin 2x(1 + 422) + (cos 2z — 1) -8z —SB2L(] 4 442) 4 2(cos 2z — 1)

)

nir x — 0. 'Hospitals regel ger att den ursprungliga kvoten har samma gréns-
vérde.

Svar: a = 2 och gransvérdet blir —2.



2. (a) Vi bestédmmer en parametrisering av linjen i planet genom att siitta ¢ lika med
de tre kvatiteterna och 16sa ut variablerna:

¢ = 3fsc:y71:zfl

2 3 2
som ger

r = 3-2t

y = 143t

z = 1+2t

Detta ger att (3,1,1) dr en punkt i planet liksom vektorn med koordinater som
star tillsammans med ¢. En annan sa vektor ges av den till planet givna parallella
linjen. Kryssprodukten av dessa ges av

-2 4 15-6 9 1
3 | x| 3 = —(—10-138) = 18 1 =9 2
2 5 —6—12 —18 -2

1/9 av den sista vektor &r alltsa en normal till planet, som dérfor har ekvationen
T + 2y — 2z = d. Planet gar genom P, vilket ger 3+ 2 — 2 =d.
Svar: x + 2y — 2z = 3.

(b) Efersom planet i a) innehéaller den ena linjen och #r parallellt med den andra, #r
avstandet mellan linjerna det samma som avstandet mellan planet och en god-
tycklig punkt pa linjen utanfor planet. En sadan ges av (5,3, 1). Avstandsformel
ger att avstandet dr

1-5+2-3-2-1-3]
12 +22 + (—2)2

=6/3=2.

Svar: 2.
3. Kvadraten pa avstandet mellan punkten (z,2?) pa kurvan och punkten (1,1/2) ges av
fl@) = (z-1)" + (2* = 1/2).

Vi séker & som minimerar f(z). Vi har att f(x) — oo, néir x — +oo. Derivering ger
f(x) =2(x — 1) +4x(x? — 1/2) = 423 — 2, som &r negativt nir z < 271/3 och positivt
nir > 2713, Det ger att f(z) har sitt minimum nér x = 2-1/3_ Den s6kta punkten
ar darfor (271/3,272/3),

Svar: (271/3,272/3),

4. Funktionern dr definierad nér x # +/3.

Eftersom f(z) — (z + 2) — 0, niir x — oo, giller att y = x + 2 &r en asypmtot till
f(z) 1 £oo. Vidare giller att

flx) — —oq, nir z — —V3
flx) — oo, nir z — —v3
flx) — —oq, nir r — V3
flx) — oo, nir z — V3.

Detta ger att = /3 #r tva lodrita asymptoter. Derivering ger
(2 —3)—222 (2 —-3)?—(2®+3) a*—T2>+6

fe) = gy = @i @-ap
B (22 — 1) (2 — 6) _ (x +V6)(z +1)(x — 1)(z + V6)
@ -3y @ - 37 |



Teckenstudium ger att f(z) &r positiv pa (—oo, —v/6) U (—1,1) U (v/6, 00) och negativ
pa (—v6, —v/3)U(—v3, —1)U(1,V3)U(+/3,v6). Detta ger att f(z) &r striingt viixande
pa (—o00, —v/6]U[~1,1)]U[V/6, 00) och striingt avtagande pa [—v/6, —v/3)U(—v/3, —1]U
[1,v/3) U (V3, \/6} Vi har dirmed lokala minima i —1 och /6, samt lokala maxima i
—+/6 och 1. Vi berdknar

F(—V6) = —V6+2-V6/3=2-4V6/3<0
f(=1) = 14+1/2=3/2

f(1) = 3-1/2=5/2

f(V6) = 2+V6+V6/3=2+4V6/3.

Informationen ovan samlas i foljande skiss
15

L 10

Svar: Defintionsmingden ges av (—oo, —v/3)U(—v/3,v/3)U(1/3, 00). Asymptoterna &r
y = + 2, samt x = ++/3. Funktionen #r stringt viixande pa (—oo, —v/6] U [~1,1)] U
[v/6,00) och striingt avtagande pa [—v/6, —v/3)U(—+v/3, —1]U[1, v/3)U(v/3, V6]. Lokala
min-punkter dri —1 och /6, och lokala max-punkter &r —v/6 och 1. Virdemingden #r
(—00, 00).

. Vi sétter
22+ 1 5 22 +1 5%

=2mn (£ ) —2In| | .
/(@) " || +x2—|—1 - +x2—|—1

Funktionen #r definierad nir x # 0. Vi har att f(z) — oo, nir x — oo, samt
f(x) — oo niir x — 0.

Derivering ger

x 222 —(22+1 5(x2 4+ 1) — 1022
fa) - o (@ +1)  5a*+1) _

2241 x? (2 +1)2
2@ - 1) (2 +1) —ba(z® —1)  (2? —1)(22* -5z +2)
B x(x? 4+ 1)2 N x(z? +1)2 B
(=D (z+1)(z—2)2z—-1)
z(z2 +1)2 ’

som har teckenviixlingar i —1, 0, 1/2, 1, samt 2. Vi har lokala min-punkter i —1, 1/2,
och 2 och

f(=1) = 2In2-5/2<0
F(1/2) = 2In(5/2) +2
f2) = 2In(5/2) +2.



Vi har lokala max-punkt i 1 och f(1) = 2In2 + 5/2. Vi sammanfattar i en skiss av

grafen:
5
4 L/

Vi ser av den och kalkylerna att det finns sex losningar till ekvationen f(z) = a, precis
ndr 2In(5/2) +2 <a < 2ln2+5/2.

Svar: Nir 2In(5/2) +2 < a <In2+5/2.

6. (a) Fuktionen f(z)—g(z) har derivatan 0 pa det inre. Eftersom f och g dr kontinuer-

liga géller att f(x)—g(z) dr konstant pa [a,b]. Att f(a) = g(a) ger att konstanten
ar 0, sa f(b) — g(b) = 0.
Svar: Pastaendet stdmmer.

(b) Funktion f(x) = tanx &r kontinuerlig pa (—m/2,7/2) men saknar stérsta virde
pa intervallet.
Svar: Pastaendet stimmer inte.

(c¢) For funktionen f(z) = Ilnx, géller att f'(x) = 1/ — 0, nir x — oo, men f(x)
saknar asymptot i oco.
Svar: Pastaendet stimmer inte.



