Losningar till MVEO0O12 Inledande matematik for I1 18-10-31

Derivering ger
2z 2 2z +1)

/ = =
f(x)71+x2+1+x2 1+ a2
som dr negativ nir x < —1 och positiv ndr > —1. Det ger att minsta vérdet &r
f(=1)=In2+ 2arctan(—1) = In2 — 7/2.

Svar: In2 — 7/2.

Vi gor radoperationer pa utdkade koefficientmatrisen till trappstegsform :

1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2
a 0 —(a+1) 2a-3 ~ 0 —2a -1 -3 |~ 0 —2a -1 -3
1 24 2a a 6 0 2¢ a+1 4 0 0 a 1

Den sista matrisen dr pa trappstegsform om a # 0, men ocksa niar a = 0. Nér
a # 0 dr sista kolonnen inte pivotkolonn, sa da finns 16sning. Néir a = 0 &r sista
kolonnen pivotkolonn, sa da saknas 16sning.

Svar: Nar a = 0.

Derivering enligt kvotregeln ger

—sinz(cosx — sinx) — cosx(—sinx —cosx)

flx) =

(cosx — sinx)?

cos? z + sin’ z 1

. . = . )
cos2 x — 2cos x sin z + sin? 1 —sin2x

dar sista steget anvinder att sin2x = 2cosxsinx.
Svar: f'(z) =1/(1 — sin2z).

Det giller att
1

1 v2-1)
Eftersom f(1) = /2 — 1 giller att 1 = f~1(v/2 — 1). Vidare #r

(fHv2-1)=

2z +1 1
Wtz 27

f'(x)
som ger

iy B 1 2v2 2V2(3+V2)  4+6V2
(f )(\/5*1) - % %*37\@* 7 - 7

Svar: (4 +6v2)/7.



2.

()

(f)

Det giller att 1 4 tan?2 = 1/cos? z, s& cos?2v = 9/25 och cos2v = £3/5, dar
bara plustecknet giiller eftersom 2v € [0, 7/2].

Det giiller att 3/5 = cos2v = cos?v — sin®v = 2cos?v — 1, eller cos?v = 4/5.

Dirmed #r cosv = 2/v/5 = 21/5/5, eftersom v € [0, 7 /4].
Svar: 2\/3/5.

i. Forlanging med konjugat ger

Vri+r—=x

T T 1 _}1
Valtz+z o JT+1ljz+1 2

nir & — oo, dir vi anvint att Va2 = |z| = z, nir = > 0.

Svar: 1/2.

ii. Kvoten
emfl _ fE2

Q=—

22 —cos(xr — 1)

ger ett grinsviirde av typen 70/0” ndr & — 1. Derivering av téljare och
namnare ger kvoten
e?1 — 2z

@ = 2z + sin(x — 1)’

som har griansvirdet (1 —2)/(240) = —1/2 nér  — 1. L’Hospitals regel ger
att dven ) har detta gransvirdet.

Svar: —1/2.

(a) Linjen genom (2, —4, —1) och (5, 2, —1) parameteriseras av

r = 243t
y = —446t
z = -1
och har darfor riktningsvektorn
1
v = 2
0

Den andra linjen parameteriseras:

x—1 y-—1

t= == 1
3 g 7
ger
x = 143t
y = 2409t
z = —141

sa den gar genom P = (1, 2, —1) och har riktningsvektor



En normal till planet ges av

3 1 -2
uxv= 9 X 2 = 11,
1 0 -3

vilket ger att planets ekvation dr av formen 2z — y 4+ 3z = d. Planet gar genom
(2, —4, —1) vilket ger 44+ 4 -3 =5=d.

Svar: 2x —y + 3z = 5.

(b) Eftersom linjerna i a) inte &r parallella ges avstandet mellan dem av avstadet
mellan en punkt (vilken som helst) pa den andra linjen och planet. Med P som i
a) ger avstandsformeln till ett plan att avstandet dr

2-2-3-5 8 4J/U4

24 (—1)2+32 14 7

Svar: 4\/ﬁ/7.

3. Eftersom 22 —x — 2 = (x — 2)(z + 1) ir definitionsmiingden alla z utom x = —1 och
T =2
Vi har
x3 (22— —-2)+ (2% -2 —-2)+3x+2
i —x—2 i —x—2
3r + 2 3r + 2
v +x2—x—2 v +(x—2)(x+1)

Vilket ger att y = x + 1 &r en asymptot i +oo.
Vidare giller att
—o0 nir x — —17
oo nir 1z — —17

G —o0 nir x — 27
oo nir x — 27T
vilket ger att © = —1 och = = 2 &r lodréita asymptoter.

Derivering enligt kvotregeln ger

Fla) = 302(2? —x —2)— 2320 —1) 2t —22% - 622  2?(a? —22-6)
T <x—2>2<x+> @2 )? T (@22 1)?
B xz(xflf\ﬁ)(xfl+\f)
B (z —2)*(z +1)?

Detta ger att f’ éir positiv pa (—oo, 1—+/7)U(14+/7, o0) och negativ pa (1—+/7, —1)U
(=1, 0)U (1, 2) U (2,1 4+ V7).

Med detta har vi att f #r stringt vixande pa (—oo, 1 — /7] U [l ++/7, 00) och strigt
avtagande pa [1 — /7, —1) U (=1, 2) U (2, 1 + /7).

Vi har en lokal maxpunkt i 1 — \ﬁ dér funktionen &r negativ och en lokal minpunkt i
1 + /7 diir funktionen &r positiv.

Vi sammanfattar i foljande figur:



4.

Svar: Definitionsméngden &r (—oo, —1)U(—1, 2)U (2, c0), asymptoterna dr y = z+1
i +00, samt x = —1 och z = 2. Funktionen #r stréingt vixande pa (—oo, 1 —+v/7]U[1+

V7,

00), striingt avtagande pa [1 — /7, —1) U (=1, 2) U (2, 1 + /7] och har den lokala

maxpunkten 1 —+/7, medan 1++/7 ér en lokal minpunkt. Virdemingden ir (—oo, 00).

(a)

Satt

e — 142z
cosx —1

Q=

som ger ett grinsviirde av typen "0/0” nir  — 0. Vi ska bestdmma a sa att @
har ett gransvirde da. For kontinuitet i 0 ska vi sen sétta b till detta gransvirde.

Derivering av téljare och ndmnare ger

ae®® + 2
—sinz

Q1 =

dér ndmnaren dr 0 ndr z = 0, sa vi behdver att dven téljaren har detta nollstélle
for att denna kvot ska ha ett grinsvirde. Det ger a = —2.

Ytterligare derivering av tédljare och ndmnare ger nu

46721:

—cosz’

Q2 =

som har griansviarde —4, nir x — 0. L’Hospitals regel ger att dven ()7 och @ da
har gréansviardet —4.

Svar: a = —2 och b = —4.
Differenskvoten for f i 0 ges av

f(x) = f(0) e 2 —1+2x+4(cosz —1)
x B x(cosz — 1)

som ger ett grinsviirde av typen ”0/0,” nir x — 0.



Derivering av téljare och ndmnare ger

—2¢72* 4 9 _4sing

cosr—1—xsinz

Q1=
som #ven den ger ett grinsvirde av typen ”0/0” nir x — 0.

Ytterligare derivningar ger

de=2* — 4cosx

Q2 =

—sinx —sinz — rcosx
som ocksa ger ett grinsvirde av typen ”0/0” niir  — 0.

0 —8e¢72* 4 4sinzx
3= -
—2cosx — cosT + xsinx

som har gransvirdet 8/3 niir # — 0. L’Hospitals regel ger att dven kvoterna
@2, Q1 och @ da har samma griansvirde. Det betyder att f dr deriverbar och att
f'(0) =8/3.

Svar: Ja, derivatan &r f'(0) = 8/3.

5. Lat x vara avstandet fran P till den 6vre langsidan i figuren. Da giller att a =
arctanx/2, f = arctan((3 — x)/5). Vi soker alltsa x € [0, 3] sa att

f(z) = arctan(x/2) + arctan((3 — x)/5)

har ett storsta virde pa intevallet i x.

Derivering ger

1 1 1 5o 2 5
T+ (@22 2 11(3—2)/5)72 i+a2 251 (3—a)2
234 — 6z + %) —5(4+12%)  —3(x? + 4z — 106)
(44+22)(25+ (3—2)2)  (4+22)(25+(3—1x)2)
—3(z 4 2 — v20)(z + 2 + v/20)
(44 22)(25+ (3 —x)?)

f'(z)

Av detta ser vi att f’ dr positiv pa (0,v/20 — 2) och negativ pa (v/20 — 2,3). Det
betyder att f har ett storsta viarde nir x = /20 — 2.

Svar: v/20 — 2 fran 6versta langsidan i figuren ovan.

6. (a) Funktionen f(z) = e™® &r konkav uppat pa (—oo, 00), men stringt avtagande
dar.

Svar: Det stammer inte.

(b) Om t.ex. f(z) = x + /z giller att f(z)/x =1+ 1/y/x — 1, nir z — oo, men
f(z) — 1.2z = \/x saknar egentligt grinsviirde nir x — oo, vilket betyder att f
inte har nan asymptot i co.

Svar: Det stammer inte.



(¢) Om man sitter f(x) = /z giller att

f@2+1) — fla)=Va2+1 -z
och enligt medelviirdessatsen pa intervallet [x, 22 + 1] giller att

f(m2+1)—f(a?): . _

(z2+1)—= 2,/c
for nat ¢ € [z, 22 + 1]. Det betyder att
Va2 + —\/;E:L-(f—i—l—x).
2/

Svar: Det stdmmer.



